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capriTuLo 1

Introduccién

Los problemas de autovalores juegan un rol central en numerosas areas de la ciencia y de la ingenieria;
aparecen frecuentemente en la dindmica de estructuras eldsticas, actstica, electromagnetismo, mecédnica
cuantica, mecanica de fluidos, teoria de procesos aleatorios y biofisica. En la mayoria de las aplicaciones, el
conocimiento de los autovalores permite, por ejemplo, estudiar la establidad de un sistema (fisico/quimico
cuédntico/biolégico) en las inmediaciones de sus estados de equilibrio. La cuestién se vuelve crucial en el
contexto de la mecédnica cudntica (relativista o no-relativista) ya que el entendimiento de la mayoria de
los fenémenos cuanticos depende fuertemente del conocimiento del espectro de ciertos operadores lineales.

Desde el punto de vista puramente matematico, la teoria espectral es también una fuente de problemas
fascinantes. Varios de ellos estdan todavia sin resolver; en particular, algunas cuestiones relacionadas con
el comportamiento de los autovalores cuando se producen variaciones en la geometria del dominio.

Para operadores con rango de dimension infinita, el calculo exacto de los autovalores y las autofunciones
resulta, salvo raras excepciones, extremadamente complejo o directamente imposible.

Por tal motivo, existe una gran variedad de métodos numéricos para abordar este tipo de problemas; por
ejemplo, los autovalores asociados a problemas de valores de contorno pueden calcularse aproximadamente
utilizando métodos variacionales o diferencias finitas o métodos de interpolacién.

Adoptado un determinado método de aproximacion, una pregunta que surge naturalmente es la siguiente:
como se relacionan los objetos espectrales del problema original con los objetos espectrales del problema
aproximado?

1.1 Convergencia y estimaciones del error

1.1.1 Problemas planteados en dominios poligonales

En términos generales, para calcular numéricamente el espectro de un operador lineal T, con dominio y
rango en un espacio de Hilbert (separable) X, se sustituyen los autovalores y las autofunciones de T por
los autovalores y las autofunciones de otro operador lineal T}, con dominio en X y rango en un espacio
de dimensién finita Vj, 1. Diremos que T}, es una aproximacion de T si

Tpu — Tu para cualquier u € X. (1.1)

El espectro de cada operador T, se obtiene resolviendo un problema matricial de autovalores generalizado.
Uno de los objetivos principales de la teoria de aproximacion espectral es analizar la convergencia de los
valores propios y de los subespacios invariantes de la sucesiéon {T}},~o a los correspondientes elementos
de T a medida que h — 0.

1 Adoptaremos aqui la notacién correspondiente a la versién h del método de los elementos finitos; h serd siempre un
parametro positivo que tiende a cero.



Qué caracteristicas deberia tener el espectro de Ty, para ser considerado una aproximacion correcta del
espectro de T'?

Sea A un autovalor aislado de T con multiplicidad algebraica finita igual a m. Sea « una curva de Jordan
alrededor de )\; elegida de manera tal que su interior no contenga otros puntos pertenecientes al espectro
de T. Para z en el conjunto resolvente de T, el operador R,(T) := (T — 2I)~! define la resolvente de T

en z y el operador
1
E, = ——,/RZ(T) dz
2mi J,

es una proyeccioén sobre el subespacio invariante Ey(X), cuya dimensién es igual a m.

De la misma manera, para z en el conjunto resolvente de T}, R.(T}) := (Tj, — 2I)~! define al operador
resolvente de T, en z. Si  estd incluido en el conjunto resolvente de T},

1
E, =—— [ R.(T),)d
An omi J, +(Th) dz

es la proyeccién espectral asociada con todos los autovalores de T}, (si es que existe alguno) que yacen
en el interior de 7.

El método de aproximacion serd espectralmente correcto si, para h suficientemente chico,

- cualquier conjunto compacto incluido en el conjunto resolvente de T también estard incluido en el
conjunto resolvente de Ty,

- existen exactamente m autovalores Aip,- -+, Amp de Tp en el interior de v (repetidos segin sus
respectivas multiplicidades) y todos convergen a .

La condicién (1.1), en general, no es suficiente para garantizar que el método sea espectralmente correcto.
Ejemplos de esto pueden encontrarse en [82].

Qué condiciones se deberian agregar?

Siguiendo a Chatelin [85], asumiremos que la aproximacién T}, es fuertemente estable; es decir, para h
suficientemente chico,

existe M > 0 tal que [|[R.(Th)|zx) <M para z € v,
dimE)\(X) = dimE,\h(X).

Entonces A serd estable en el sentido de Kato ([124], pag. 437); en consecuencia, T}, serd una aproximacién
espectralmente correcta.

Qué propiedades de la aprorimacion podrian garantizar estas condiciones?

Cuando Vj, C X, T es compacto y los operadores T}, convergen a T uniformemente; es decir,
IT = Thllzx) = 0, (1.2)

T}, resulta estable en una vecindad de cualquier autovalor de T con preservacién de las multiplicidades
algebraicas. Mds atn, se pueden obtener varios resultados (6ptimos) sobre el orden con el que convergen
los autovalores y autofunciones aproximados [29, 42] 2. La hipétesis de compacidad es valida para muchos
problemas de autovalores de interés; por ejemplo, la mayoria de los sistemas de ecuaciones diferenciales
en la teoria lineal de la elasticidad estan asociados con operadores que tienen inversas compactas.

2Las aproximaciones conformes de problemas de autovalores compactos han sido estudiadas en numerosos trabajos:
Anselone-Palmer [11], Bramble-Osborn [49], Fix [105], Chatelin [82], Osborn [144], Chatelin-Lemordant [85], Kolata [130],
Babuska-Osborn [28], Beattie [31], Knyazev-Osborn [129], por mencionar solo algunas de las publicaciones més influyentes.



Cuando el operador T no es compacto, ya no es posible (claramente) asumir propiedades como la (1.2). La
no compacidad de T puede causar serias complicaciones. En primer lugar, el espectro esencial de T 2 ya no
estd obligado a ser un subconjunto de {0}, como en el caso compacto 4. Esto significa que el espectro o(T)
de T podria ahora contener autovalores de multiplicidad infinita, puntos de acumulacién de autovalores
y un espectro continuo. Ademds, no hay garantias para la convergencia de los autovalores/autofunciones
aproximados y, todavia peor, podrian aparecer autovalores espurios en la aproximacion; es decir

Ap € 0(Ty) tal que lim A, = A & o(T).
h—0

En particular, el método de los elementos finitos, con funciones bases convencionales, origina la aparicién
de soluciones espurias cuando se lo utiliza para aproximar el espectro de operadores lineales no compactos.
Este fenémeno (muy conocido) se presenta, por ejemplo, en problemas de magnetohidrodindmica [146],
gufas de ondas [120], acustica [115] y electromagnetismo [44].

En muchos casos, si el operador T es acotado, los autovalores espurios pueden removerse modificando la
aproximacién T} de manera tal que se satisfagan las siguientes propiedades:

P1  paratodou € V C X existe up € Vj, C V tal que }ILIHB lu — up|lv =0,
—

P2 lim  sup [[(T — Th)usn|v =0.
h—=0 y, eV,
lunllv=1
Esencialmente, el método numérico se disena para que T}, converja a T, ya no uniformemente, sino en
un sentido més débil; suficiente para garantizar que la aproximacién sea espectralmente correcta (libre de
modos espurios) para todo autovalor aislado de T. Estas condiciones fueron introducidas por Descloux-
Nassif-Rappaz [94]. Los mismos autores establecieron también estimaciones del orden con el que convergen
los autovalores y autofunciones aproximados a los correspondientes autovalores y autofunciones de T pero
solo para el caso en que T}, es una aproximacién conforme obtenida por el método de Galerkin [95]. En
este contexto, es interesante senalar lo siguiente:

si P1 se satisface, P2 implica que T}, aproxima compactamente a T, en el sentido de Vainikko [164] °.

Esto sugiere que la teoria de Descloux-Nassif-Rappaz se apoya sobre cierta compacidad subyacente del
operador T. Una estrategia similar para métodos mixtos puede encontrarse en [43].

Una caracteristica interesante de la teoria de Descloux-Nassif-Rappaz es que puede ser adaptada para
analizar aproximaciones no-conformes (V5 ¢ V) de problemas espectrales. Supongamos que podemos
definir una norma || - || en V;, C X con la siguiente propiedad (compatibilidad de normas):

lullp = ||u|lvy para todo u € V.

Entonces, asumiendo que las propiedades P1-P2 se satisfacen con la norma || ||, reemplazando a la norma
Il - I, es posible usar los argumentos en [94, 95] para probar que el método converge correctamente y
estimar la rapidez de convergencia de la aproximacién.

Esta idea fue utilizada por

Rodriguez-Solomin [150], para determinar el orden de convergencia de las frecuencias de vibracién
aproximadas, obtenidas usando un método de elementos finitos no-conforme, de un sistema con
interaccion fluido-estructura,

Antonietti-Buffa-Perugia [12], para analizar la aproximacién discontinua de Galerkin del espectro
del operador de Laplace con condiciones de borde de Dirichlet,

3Espectro esencial de T, g¢s(T) := {u € C tal que (T — pI) : X — X no es un operador de Fredholm. }.

4Si X es de dimensién infinita y T : X — X es compacto, entonces 0 € o(T); 0 puede o no ser un autovalor de T y su
espacio propio puede o no tener dimensién finita.

5Supongamos que V3, C V. Decimos que T}, es una aproximacién compacta de T si la convergencia puntual es tal que
para cualquier sucesion acotada {zp} de elementos de Vj, la sucesion {(T — Tp)zp} es relativamente compacta en V.
La nocién de convergencia compacta fue introducida por Vainikko en un contexto mds general (V}, ¢ V). La prueba de la
estabilidad fuerte de tal aproximacién puede encontrarse en [164, 83].



Buffa-Perugia [60], para analizar la aproximacién discontinua de Galerkin del problema espectral
de Maxwell.

En el primer caso, se asume que las formas bilineales continuas (definidas a partir de la formulacién
variacional del problema) y sus versiones aproximadas (determinadas por el método numérico) son iguales.
En particular, || [l = | - lv-

En los dos casos restantes, solo se analizan variantes del método discontinuo de Galerkin que resultan
aproximaciones consistentes, en el sentido definido por Arnold-Brezzi-Cockburn-Marini ([19], pag. 10).
Esto simplifica considerablemente el trabajo de estimar el orden con el que convergen las aproximaciones
de los autovalores.

Aproximaciones no-conformes para problemas espectrales formulados variacionalmente también han sido
analizadas en

Mercier-Osborn-Rappaz-Raviart [138].

En este trabajo se asume que el operador T es compacto, que las formas bilineales aproximadas coinciden
con las formas bilineales continuas y que

lim || T -T =0.
h{%” th:(x)

1.1.2 Problemas planteados en dominios con bordes curvos

Supongamos que el problema que nos interesa resolver estd definido sobre un dominio con bordes curvos.
Una manera standard de abordar esta situacién consiste en:

reemplazar el dominio original Q por un dominio poligonal (aproximante) €y,

1

restringir el problema original al dominio 2,

1

resolver numéricamente el problema restringido.

Este procedimiento es muy conveniente desde el punto de vista computacional ¢ pero introduce la siguiente
(obvia) dificultad: el dominio sobre el que estd definido el problema original es distinto al dominio sobre
el que estd definida la aproximacion del problema; ademds, esta diferencia cambia con h. Diremos que la
modificacién que sufre el dominio es una perturbacion si

(Q—Qh)U(Qh—Q)—)O.

Como estimar la influencia que tiene la perturbacion del dominio en la aprozimacion del espectro?

Siendo Q) # Q, Vi () € V() vy, por lo tanto, la aproximacién serd siempre no-conforme. Podriamos
entonces intentar adaptar la teoria de Descloux-Nassif-Rappaz para analizar esta situacién. Observemos
que la aplicacién de esta teorfa implica la definicién de operadores solucién T (asociado con el problema
original) y T}, (asociado con el problema aproximado) sobre un mismo espacio funcional.

Cdomo se puede lograr esto?

El requisito anterior no es tan dificil de satisfacer cuando €2 es convexo ya que, en este caso, 2, C €2 para
todo h.

6En el contexto del método de los elementos finitos, la teorfa de aproximacién sobre dominios curvos ha sido extensamente
desarrollada [76, 179, 151, 40]. En la mayoria de estos trabajos, se utilizan elementos paramétricos: las funciones bases son
obtenidas mapeando las bases polinomiales standard desde un elemento de referencia a un elemento curvo por medio de
una transformacién no-afin. Como consecuencia, los espacios de elementos finitos no seran estrictamente polinomiales. Este
procedimiento es muy utilizado en la préctica y suficiente para muchos fines. Sin embargo, en algunas aplicaciones, es mas
ventajoso construir una familia de espacios de elementos finitos encajados definida sobre una jerarquia de grillas que se
obtiene a partir de una grilla inicial mds un proceso de refinamiento sistemdtico. Esta situacién es tipica de los métodos
adaptativos. Los elementos paramétricos no permiten, en general, producir esta jerarquia de espacios discretos.



Un ejemplo cldsico: usar un método de los elementos finitos para aproximar el problema espectral
de Laplace con condiciones de borde de Dirichlet.

Una técnica posible: imponerle a cada funcién en V;,(€,) que se anule (fuerte o débilmente) en todos
los grados de libertad que yacen sobre 08, y, luego, extenderla por cero fuera de €.

El resultado obtenido: las funciones asf extendidas perteneceran a L?(2); por lo tanto, los operadores
T y T}, podrdn definirse con dominio en L?(Q2) (en particular, si V3 () C HE(Q4), el método
resultard conforme y podria aplicarse la teoria cldsica para operadores compactos).

Cuando Qp ¢ €, la aplicacién de esta metodologia no conduce a resultados de convergencia éptimos.
Existen alternativas para tratar con la discrepancia entre Q y €2, pero, en general, son especificas para
cada clase de problemas. Por ejemplo, en el contexto del método de los elementos finitos,

- las aproximaciones del problema de autovalores de Laplace (usando los espacios de Lagrange que
son H'(Qy)-conformes) fueron analizadas en:

Vanmaele-Zenisek [165] y Lebaud [133] (condiciones de borde de Dirichlet),
Herndndez-Rodriguez [116] (condiciones de borde de Neumann),

Acosta-Armentano [1] (condiciones de borde mixtas en un dominio no-Lipschitz),

- la aproximacién del problema espectral del operador grad-div (usando el espacio de Raviart-Thomas
de orden cero que es H(div, Qp,)-conforme) fue analizada en:

Herndndez-Rodriguez [117] (condiciones de borde nulas).

En todos estos trabajos, el problema estudiado es bi-dimensional. Ademads, salvo por Vanmaele-Zenfsek
que utilizan la caracterizacién min-maz, en los restantes trabajos se aplica la teoria de Babiiska-Osborn
[29] para probar que las aproximaciones convergen con orden Gptimo.

1.1.3 Problemas aproximados por métodos mixtos

Los métodos mixtos han sido extendidos exitosamente para aproximar los autovalores y las autofunciones
de operadores diferenciales.

Algunas de las ideas fundamentales para analizar mateméaticamente tales métodos fueron introducidas
en los trabajos pioneros de Canuto [63], Osborn [145] y Mercier-Osborn-Rappaz-Raviart [138]; quienes,
en particular, probaron resultados muy ttiles para estimar la rapidez con la que convergen las soluciones
aproximadas.

Un andlisis alternativo se presenta en Boffi-Brezzi-Gastaldi [43] donde se establecen condiciones necesarias
y suficientes para asegurar una convergencia espectralmente correcta de las aproximaciones via métodos
mixtos de problemas elipticos.

La caracteristica comiin a todas estas teorias es que han sido desarrolladas para
- operadores compactos,
- problemas planteados sobre dominios poligonales,

- métodos conformes.

1.1.4 Resultados obtenidos

Uno de los objetivos de este trabajo es analizar las aproximaciones por elementos finitos no-standard de
varios problemas de autovalores. Los problemas considerados son simétricos y estan asociados a ecuaciones
o0 a sistemas de ecuaciones diferenciales parciales. Consta de cuatro partes; desarrolladas a lo largo de los
capitulos 3 y 4.

En la primera parte (capitulo 3, secciones 3.1-3.3), se presenta una teorfa de aproximacion espectral
para operadores lineales y acotados en espacios de Hilbert. La teoria es abstracta y fue desarrollada para



estudiar las aproximaciones no-conformes de problemas de autovalores formulados variacionalmente. La
no-conformidad de las aproximaciones puede deberse a

- las discontinuidades de los espacios discretos utilizados por el método numérico,
- que el problema de autovalores esté planteado en un dominio con interfaces y/o bordes curvos,
- una combinacién de ambas situaciones.

La teorfa se obtuvo como una generalizacién de la teoria de Descloux-Nassif-Rappaz [94, 95].

Una hipétesis crucial de la teoria propuesta es la existencia de operadores de extensién (uniformemente
acotados) que actian sobre las funciones pertenecientes a los espacios V() y V() para convertirlas
en funciones

- con dominio en el conjunto unién Q:=QuU Qp,
- pertenecientes al espacio suma (V¢ + V,f)(ﬁ) c X(Q),

- satisfaciendo las siguientes propiedades:

CSiuevQ), wev(@)y utlo = u,

~

cstu e Vip(Qr), u e X(Q)yula, =u.

Como veremos, estas extensiones nos permitiran definir operadores lineales y acotados sobre un mismo
espacio funcional y cuyos espectros estaran directamente relacionados con los espectros de los operadores
T y Th.

Asumiendo que el método numérico satisface las propiedades P1-P2 (adecuadamente modificadas) en una
norma || - ||, compatible, probaremos que quedan garantizadas las siguientes propiedades:

- la aproximacién es libre de autovalores espurios,
- los autoespacios aproximados tienen la dimensién correcta.

En otras palabras, las propiedades P1-P2 garantizan una convergencia espectralmente correcta.

Concentrandonos en problemas de autovalores simétricos formulados variacionalmente, estableceremos
estimaciones para el error en la aproximacién de los autovalores y las autofunciones. Aqui, no asumiremos
que las formas bilineales continuas y discretas son iguales. Nuestras hipdtesis (basadas en el andlisis de
los métodos de elementos finitos de mayor uso) imponen:

- una condicion de compatibilidad entre las formas bilineales cuando se las testea con funciones del
continuo,

- la existencia de una norma || - ||, definida sobre el espacio suma y equivalente a la norma | - ||
sobre los espacios discretos, que permite acotar a las formas bilineales aproximadas,

- comportamiento asintético a cero de las autofunciones del operador T (extendidas a (AZ) sobre los
dominios Q — Qp y Qp — Q.

Cabe senalar que casi todos los resultados a los cuales hemos hecho referencia anteriormente ([12, 60,
116, 117, 150, 165]) se pueden obtener utilizando esta teorfa; en algunos casos, incluso, con calculos més
simples ([116]).

En la segunda parte (capitulo 3, seccién 3.4), se indica como adaptar la teorfa propuesta para
analizar las aproximaciones por métodos mixtos no-conformes de un problema de autovalores planteado
sobre un dominio con bordes curvos.

Siguiendo los argumentos de Mercier-Osborn-Rappaz-Raviart [138], analizaremos dos tipos de problemas:



- de primera clase (también conocidos como problemas tipo (f,0));
Encontrar p € C, (u,p) € V(Q) x Q(), (u,p) # (0,0), tal que

{ a(u,v) +b(v,p) = pe(u,v) Vv eV(Q),
b(u,q) =0 Vg€ Q(),

- de segunda clase (o problemas tipo (0, g));
Encontrar p € C, (u,p) € V() x Q(2), (u,p) # (0,0), tal que

{ a(u,v) +b(v,p) =0 Vv e V(Q),
—b(u,q) = pd(p,q) Vg € Q(Q).

En ambas situaciones, asumiremos que se satisfacen las condiciones de Brezzi [56] (aseguran la existencia,
unicidad y estabilidad de la solucién del problema fuente asociado) y probaremos que las propiedades
P1-P2 (en versiones adecuadas) son suficientes para garantizar una convergencia libre de autovalores
espurios.

Probaremos también, para cada tipo de problemas, estimaciones del error cometido en la aproximacién
de los autovalores y las autofunciones.

Observemos que, a efectos de aplicar la teorfa propuesta, no es necesario determinar la compacidad (o la
falta de compacidad) del operador solucién subyacente. Esta caracteristica de la teorfa es muy atractiva
ya que, como fuera sefialado por Boffi-Brezzi-Gastaldi [43], chequear propiedades de compacidad es una
tarea delicada; en especial, cuando el problema esté planteado en forma mixta.

En la tercera parte (capitulo 3, seccién 3.5), se indica como extender la teoria propuesta con el
fin de analizar las aproximaciones no-conformes de problemas espectrales no-simétricos planteados sobre
dominios no necesariamente poligonales.

Los operadores no-autoadjuntos aparecen naturalmente en numerosas aplicaciones (un ejemplo: problemas
del tipo conveccién-difusion y absorcién que describen muchos fenémenos multi-fisicos, como aquellos que
se presentan en la dindmica de fluidos/gases, ldseres y scattering nuclear). El comportamiento espectral de
estos operadores es considerablemente mas complejo que el de los operadores autoadjuntos. En particular,
los autovalores ya no estaran confinados al eje real y podrian tener multiplicidades algebraica y geométrica
diferentes.

Los resultados obtenidos en esta seccién aplican a problemas no-simétricos formulados variacionalmente.
Entre estos resultados, las estimaciones del error en la aproximacion de los autovalores generalizan las ya
obtenidas por Descloux-Nassif-Rappaz [95] y Rodriguez-Solomin [150].

En la cuarta parte (capitulo 4), finalmente, se aplica la teoria propuesta para estudiar la aproximacién
de varios problemas de autovalores por métodos de elementos finitos no-conformes.

Los resultados enunciados en este resumen forman parte de los siguientes trabajos:

Spectral approzimation of variationally posed eigenvalue problems by nonconforming methods, A. Alonso
and A. Dello Russo, Journal of Computational and Applied Mathematics, 223 (2009) 177-197

Spectral approximation of variationally formulated eigenvalue problems on curved domains, A. Alonso and
A. Dello Russo, Electronic Transactions on Numerical Analysis 35 (2009) 69-87.

Finite element approximation of Mazwell eigenproblems on curved Lipschitz polyhedral domains, A. Dello
Russo and A. Alonso, Applied Numerical Mathematics 59 (2009) 1796-1822.

Hybrid finite element analysis of fluid-structure systems with coupling on curved interfaces, A. Dello Russo
and A. Alonso, IMA Journal of Numerical Analysis, 31 (2011), 1636-1682.

Mized finite element analysis of eigenvalue problems on curved domains, A. Dello Russo and A. Alonso,
Computational Methods in Applied Mathematics, 14 (2014) 1-34.

FEigenvalue approzimation by mized nonconforming finite element methods. The determination of the vibra-
tional modes of a linear elastic solid, A. Dello Russo, Calcolo, 51 (2014), 563-597.



1.2 Analisis a posteriori del error

Cémo obtener una solucidn aproximada de un problema diferencial (fuente o de autovalores) con una
exactitud determinada (dentro de una tolerancia prescripta) y con el menor costo computacional posible?.

Béasicamente, hay dos tipos de procedimientos para estimar el error cometido en una aproximacién:

- el analisis a priori; solo brinda informacién sobre el comportamiento asintético del error y sus
resultados dependen fuertemente de la regularidad de la solucién exacta,

- el analisis a posteriori; la informacién sobre el error se extrae de la solucién aproximada y de los
datos del problema.

Claramente, las estimaciones a posteriori son las que nos permitiran un control cuantitativo del error.
M4s atin, son la base de los (importantisimos) métodos de refinamiento adaptativo [170]. De acuerdo con
Garau-Morin-Zuppa [106], el objetivo fundamental de los métodos adaptativos es equidistribuir el error y
el esfuerzo computacional para obtener una sucesion de grillas de cdlculo de complejidad dptima.

Figura 1.1: Sucesivos refinamientos sobre una grilla inicial obtenidos por un método adaptativo (ejemplo
tomado de Multiphysics Cyclopedia [78]).

En el contexto del método de los elementos finitos, el andlisis a posteriori del error en la aproximacién
de ecuaciones en derivadas parciales (muchas de las cuales aparecen con frecuencia en las aplicaciones de
la fisica o la ingenierfa) constituye un drea de investigacién en constante avance; de hecho, el progreso
alcanzado durante las ultimas décadas ha sido enorme. Sin embargo, la mayor parte del trabajo realizado
hasta la fecha estd relacionado con problemas fuente.

Debido a la naturaleza no lineal de los problemas espectrales, las técnicas desarrolladas para problemas
fuente no pueden extenderse de manera directa a los problemas de autovalores (principalmente, por la
pérdida de la ortogonalidad de Galerkin 7).

El primer andlisis a posteriori para las aproximaciones por elementos finitos de un problema de autovalores
eliptico de segundo orden se debe a:

Verfiirth [169]; asimild el problema a una ecuacién no lineal dependiente de un pardmetro.

Posteriormente, el mismo problema espectral fue considerado en varios trabajos y desde varios puntos de
vista; entre ellos:

7Una propiedad importante de la aproximacién via el método de los elementos finitos es la ortogonalidad de Galerkin.
Esta propiedad implica que el error en la aproximacién es, en algin sentido, ortogonal al espacio discreto. Gracias a esta
propiedad, es posible introducir la interpolada de alguna funcién adecuada en la ecuacién del error y, asi, probar (usando
resultados standard sobre interpolaciones) que las estimaciones a posteriori proveen una cota superior global del error.



Larson [132]; combina los andlisis a priori y a posteriori para obtener estimaciones que resultan
Optimas pero solo validas para autofunciones muy suaves,

Durén-Padra-Rodriguez [101]; definen estimadores de tipo residual y asintéticamente equivalentes
a la norma H! del error,

Grubisic-Ovall [110]; usan bases jerarquicas para obtener estimaciones del error asintéticamente
exactas.

Una vasta experiencia computacional indica que los métodos adaptativos basados en estos estimadores
dan resultados excelentes; incluso, con estrategias de refinamiento muy simples. Sobre la convergencia de
algunos métodos adaptativos para problemas de autovalores elipticos, pueden consultarse los trabajos de
Giani-Graham [108], Garau-Morin-Zuppa [106] y Carstensen-Gedicke [69].

En cuanto a las aproximaciones por métodos mixtos, los resultados publicados no son tantos:

Durén-Gastaldi-Padra [98]; definen un estimador a posteriori para la solucién del problema espectral
de Laplace obtenida usando el espacio de Raviart-Thomas de orden cero [147],

Gardini [107]; considera el problema de determinar los modos de oscilacién de un fluido ideal
contenido por un recipiente rigido (problema de las vibraciones actisticas) y define un estimador a
posteriori para la solucién obtenida usando los espacios de Brezzi-Dougas-Marini [56],

Lovadina-Lyly-Stenberg [136]; introducen un estimador de tipo residual para las aproximaciones del
problema de Stokes obtenidas usando pares de espacios discretos estables.

En todos los casos, los estimadores propuestos son equivalentes a una norma (adecuada) del error salvo
términos de orden superior.

Estas técnicas, desarrolladas para métodos conformes, podrian ser extendidas a métodos no-conformes?

La dificultad principal son los términos de consistencia que apareceran en la ecuacion del error. Estos
términos de consistencia dependeran de la solucion exacta y no pueden ser despreciados.

1.2.1 Problemas de autovalores - formulacién variacional clasica

Asumamos que

- el espacio no-conforme Vj, contiene como subespacio a un espacio conforme V¢ C Vj, NV (muchos
de los espacios de elementos finitos no-conformes que se utilizan en las aplicaciones satisfacen esta
propiedad),

- existe un operador lineal de transferencia (o de post-procesamiento) Ry, : Vi, — V.
Entonces, el error en la aproximacién puede acotarse como sigue:

|u —unlln < [[u — Rpup|ln + (T — Ra)unl -

parte conforme parte no-conforme
del error del error

El primer término puede estimarse usando las técnicas desarrolladas para el andlisis a posteriori del error
en las aproximaciones conformes. El tratamiento del segundo término, en cambio, depende de la definicién
concreta del operador Ry,.

Usando este procedimiento, definimos varios estimadores del error a posteriori para las aproximaciones,
obtenidas usando el método no-conforme de Crouzeix-Raviart [81], del problema de autovalores de Steklov.
Estos estimadores son simples de calcular y, ademas, pueden calcularse localmente; por lo tanto, son aptos
para definir métodos de refinamiento adaptativo. Mas atin, son equivalentes a la norma H'-quebrada del
error, salvo términos de orden superior. Estos resultados se presentan en el capitulo 5, seccién 5.2 de
este trabajo.

La metodologia aqui descripta puede compararse con la que proponen Dari-Durdn-Padra [87], desarrollada
para operadores elipticos a partir de técnicas conocidas para problemas fuente [86, 100].



1.2.2 Problemas de autovalores - formulacién variacional mixta

En el capitulo 5, secciéon 5.3 de este trabajo se introduce un estimador de error a posteriori para las
aproximaciones de los modos de vibracién de un cuerpo elastico obtenidas usando el método no-conforme
de Arnold-Winther [24]. Salvo, términos de orden superior, el estimador propuesto resulta equivalente a
una norma discreta del error y robusto; incluso, para materiales casi incompresibles.

La metodologia utilizada para obtener este estimador es muy flexible, en el sentido que puede ser aplicada
a distintos métodos de aproximacién (conformes o no-conformes), no requiere regularidad adicional de la
solucién débil ni hipotesis de saturacion y no utiliza una descomposiciéon de Helmholtz para la variable
tensorial.

Dado que el problema de autovalores asociado al operador de Laplace es (matemdticamente) muy similar
al problema espectral de la elasticidad lineal, expondremos las ideas bésicas del método considerando el
problema espectral de Laplace con condiciones de borde de Dirichlet. Sabemos que, introduciendo

o = Vu,

obtendremos la formulacién variacional mixta correspondiente a este problema; es decir:
encontrar A € R y (o,u) € H(div;Q) x L?(Q), (o,u) # (0,0), tal que

/U.T+/ divru =0 V7 e H(div;Q),
Q Q

—/ diVUU:)\/uv Vv € L(Q).
Q Q

Dados los espacios de dimensién finita 2,(Q) x V,(Q) € H(div;Q) x L*(Q) (asumiremos que satisfacen
las condiciones de estabilidad usuales para los esquemas mixtos), aproximaremos el problema anterior
por medio de las soluciones del siguiente problema discreto:

encontrar A\p, € R y (o, upn) € Zp(Q) x Vi (), (oh,un) # (0,0), tal que

/ on-Th +/ divrpup, =0 V715 € Eh(Q)v
Q Q

—/ dive v, = )\h/ upvy  Yop € Vh(Q).
Q Q

El andlisis a posteriori de la aproximacion estd basado en la observacién de una caracteristica distintiva
de los métodos mixtos: la variable o se aproxima utilizando bases polinomiales de un grado mayor que
las utilizadas para aproximar a la variable u; esto parece indicar que no existe un analogo discreto de la
relacion o = Vu.

Siguiendo a Lovadina-Stenberg [137], calcularemos, mediante un método de post-procesamiento local,
una nueva aproximacion uj de u (que converge a u més réapido que up) en un espacio de elementos finitos
VA (Q) que satisface la inclusién V;,(2) C V*(Q); tipicamente, V;*(€2) contiene funciones polinomiales
de un grado mayor que las utilizadas para aproximar a o. La idea serd reemplazar a wuj por u; en las
estimaciones; esto puede interpretarse como un intento de recuperar o de imitar la relacion oy = Vuy
en cada elemento de la particion.

Siguiendo a Kim [128], consideremos la siguiente descomposicién del error:
o—op=V(u—¢) +(Ve—on),

siendo ¢ € Hg () la solucién del siguiente problema:

/ngVv:/ah'Vv Yo € H}(Q).
Q Q
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Gracias a la ortogonalidad de Galerkin / (Vo —op,) - V(u— ) =0, obtendremos
Q

lo = aulls = | V(u—9)llg + || Ve — anllg.

parte continua parte discreta
del error del error

La parte continua del error puede estimarse acotando el residuo

r(v) = )\/ uv — )\h/ upv Yo € Hy (),
Q Q
mientras que la parte discreta del error puede estimarse por medio de la expresion

Ve —anllo< inf [[Vo—anmlo,
vEH ()

0

que mide cuan préximo estd o, del gradiente de una funcién en Hg(€2). De aqui que, para completar la
acotacién de la parte discreta del error, bastard con especificar una funcién u € HE ().

Cdmo elegir u de manera que el estimador, que de esa eleccion se obtiene, sea localmente eficiente?

La eleccién mds apropiada serd (claramente) aquella para la cual Vu esté lo més cerca posible de o,. Con
esta idea como gufa y teniendo en cuenta que la solucién post-procesada u} € V;* ¢ HL(2), elegimos:

u = Rpuj, € Hy(Q).
Es interesante mostrar como esta metodologia nos conduce a estimaciones del error que son equivalentes

a las obtenidas usando una descomposicion de Helmholtz para el error en la variable vectorial.

Identifiquemos a X, (€2) con el espacio de Raviart-Thomas de orden cero y a V() con el espacio de
las funciones constantes a trozos. A partir de los resultados de Durdn-Gastaldi-Padra [98], es posible
establecer la siguiente estimacién

[Au = Apunllo < 2Anllmllo + h.o.t.,
donde

] n1|T;:_|%|(/Tah)-(x_§)+ﬁ(2§0bT_1)/Tah-(x_ﬁ),

- T es un elemento de 7p,; la triangulacién del dominio © usada para el calculo de Ay y (o, up),

X es el baricentro de T,

- by es la funcién burbuja ciibica que toma el valor 1 en X,

- h.o.t. representan términos de orden superior comparados con el error.
Sea 1y := |V — o ||o- Entonces,

lo = anlld < 4R ml§ + llnell§ + ho.t.,

expresién que provee una cota superior para el error global que es completamente calculable; es decir, sin
constantes genéricas dificiles de estimar. Ademdés,

- de los resultados de Durdn-Gastaldi-Padra [98], se obtiene

Imllg <G Y AT oG rs
TETh
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- siguiendo argumentos similares a los propuestos por Kim [128], se llega a

Inall§ < C2 > 1l [[on - te]] 13 0

LeEy,

donde &}, es el conjunto de todos los lados £ en T, t; es un vector unitario tangente a £ y [[ . ﬂ
denota el salto de la funcién escalar oy, - t, a través de .

Es decir, el estimador hallado es equivalente al propuesto por Durdan-Gastaldi-Padra [98]. Luego, también
serd eficiente.

La metodologia aqui descripta puede considerarse una version generalizada para problemas de autovalores
del método propuesto por Vohralik [171] - Kim [128] para problemas fuente y aproximaciones conformes.
En este trabajo, también extenderemos estas ideas para tratar con métodos no-conformes.

Los resultados expuestos en este resumen pueden encontrarse en los siguientes trabajos:

A posteriori error estimates for monconforming approzimations of Steklov eigenvalue problems, A. Dello
Russo and A. Alonso, Computers and Mathematics with Applications 62 (2011) 4100- 4117.

A posteriori error analysis of the non-conforming Arnold- Winther method for linear elasticity eigenvalue
problems, A. Dello Russo, en redaccion.

1.3 Otros comentarios

Al comienzo, en el capitulo 2, se introducen notacién, terminologia y resultados bésicos que se utilizaran
a lo largo de todo este trabajo. En particular, se resumen las propiedades espectrales de los operadores
lineales acotados en espacios de Hilbert.

Finalmente, en el Apéndice, se recordaran algunos resultados standard de las aproximaciones obtenidas
usando el método de los elementos finitos y se presentaran las demostraciones de varios lemas técnicos
que fueron omitidas en el desarrollo de los capitulos para mayor claridad de la exposicién.
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CAPITULO 2

Preliminares

En esta seccion recordaremos definiciones béasicas y algunos de los resultados principales de la teoria
espectral de operadores en espacios de Hilbert que usaremos posteriormente. Como todos estos resultados
son clésicos, no incluiremos aqui sus demostraciones las cuales pueden encontarse en los libros de K. Yosida
[178] y T. Kato [124].

2.1 Operadores acotados en espacios de Hilbert
Sean X e Y dos espacios de Hilbert sobre C con normas || - ||x v || - ||y, respectivamente.
Se dice que un operador T : D(T) C X — Y es lineal si

- D(T) es un subespacio de X,

- T(az + By) = aTz + BTy Va,B € C, Va,y € D(T).

Un operador lineal T : D(T) C X — Y se dice acotado si existe una constante C' > 0 tal que
| Tz||y < C|z|x Yo € D(T).

En lo que sigue, a menos que se diga explicitamente lo contrario, asumiremos que D(T) = X .

A la coleccién de todos los operadores lineales y acotados T : X — Y se la denotard £(X,Y). Puede
demostrarse que £(X,Y’) dotado con la norma

Tx Y
T zcx,v) := sup | Ta|
zeX ||IHX

es un espacio de Banach.

Dado un operador T € L(X,Y), quedan definidos los siguientes conjuntos:
N(T) :={x € X : Tz = 0}, denominado niicleo o espacio nulo de T,

R(T) :={y € Y : y = Tz para algin = € X}, denominado rango o espacio imagen de T.

1Si el operador T es acotado, entonces puede ser extendido a la clausura de D(T). Si D(T) no fuera denso en X, se

—1
puede definir Tz = 0 para todo = € D(T)™ y, por linealidad, extender T a todo X. Dicha extensién estard también acotada
y su norma serd igual a la norma de T.
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Un operador T € L(X,Y) se dice acotado por abajo si existe una constante C' > 0 tal que
|z|x < C||Tzlly Vz e X.

Un operador T € £(X,Y) estd acotado por abajo si, y solo si, N(T) = {Ox} y R(T) es cerrado en Y.
De este resultado, se infiere que, si T € L(X,Y) y estd acotado por abajo, entonces existe un operador
T! € L(R(T), X), llamado operador inverso de T, tal que

-T ' Tae=2 VzelX,
-TT ly=y VyeR(T).

En este trabajo, trataremos casi exclusivamente con endormorfismos continuos definidos sobre X; es decir,
con aplicaciones T € L(X, X) =: L(X). De aqui en adelante, (-,-) indicard el producto interno en X.

Sean I el operador identidad en X y T un operador en £(X) tal que | T||z(x) < 1. Entonces, (I —T)™!
existe y puede representarse de la siguiente manera:

(I - T)71 = Z Tka

k>0

donde la serie (de von Neumann) es absolutamente convergente en £(X). Adem4s,

II=T) o) € ——.
=TTl ex)

Sea T € L(X). Claramente, la expresién (Tz,y) es lineal en x, conjugada-lineal en y y acotada. Luego,
de acuerdo con del teorema de representacién de Riesz 2, existe una tinica aplicacién T* € £(X) tal que

(Tz,y) = (, T"y) Va,yc X.

El operador T* recibe el nombre de operador adjunto de T y satisface:

1T 2cx) = 1Tl 2ex)>

- (T)* =T,

-siTy, To e L(X)yaeC, (aTy+ Ty)*=aT; + T3,
siS € £(X), (ST)* = T*S*,

- si T es invertible, entonces (T*)~1 = (T~1)*.

Un operador T € £(X) se dird autoadjunto o hermitiano si T = T*.

Supongamos que exista un subespacio Z de X, cerrado y no trivial, tal que T(Z) C Z. Se dice, entonces,
que Z es invariante con respecto a T o, simplemente, T-invariante. En este caso, puede definirse la
restriccién Tz := T : Z — Z como un operador lineal sobre Z.

Supongamos ahora que X =Y @ Z, siendo Y y Z subespacios T-invariantes. Entonces, para todo x € X,
tendremos

-rxr=y+4+z conyeY,zeZ,
- Te=Tlyy+ T|zz

2Sean V un espacio de Hilbert, V' el espacio dual de V' y f : V — C una forma lineal y continua (i.e., f(v) < || fllv-||vllv)-
Entonces, existe un tnico u € V tal que (u,v)y = f(v) para todo v € V. Més atn, |ullv = ||f|lv-
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Ademés, si Z es invariante respecto de T, Z+ (el complemento ortogonal de Z en X) serd T*-invariante.
Luego, si T € L(X) es autoadjunto, la accién de T sobre X puede determinarse por la accién de T sobre
sus subespacios invariantes ortogonales.

Los operadores compactos constituyen una clase muy importante de operadores acotados (su origen se
remonta a la teorfa de las ecuaciones integrales de segunda especie); suponen la generalizacién natural
de los operadores cuyos rangos tienen dimension finita.

Un operador T € £(X) es compacto si, para todo conjunto acotado U C X, el conjunto T(U) es compacto.

Las siguientes propiedades caracterizan a los operadores compactos en espacios de Hilbert (de dimensién
infinita):

- T € L(X) es compacto si, y solo si, para cada sucesién {u,, }, acotada en X, que converge débilmente
a u, se verifica que la sucesiéon {Tu,} converge en norma a Tu,

- 8i T € L(X) es un operador compacto, R(T) no contiene subespacios cerrados de dimensién infinita,

- T € L(X) es compacto si, y solo si, es el limite en norma de una sucesién de operadores lineales
con rango de dimensién finita.

El siguiente resultado es importante en la resolucion de ecuaciones que involucran operadores compactos
(Teorema de Schauder):

- T € L(X) es compacto si, y solo si, T* es también un operador compacto.

2.2 Propiedades espectrales de un operador lineal y acotado

El conjunto resolvente de un operador T € L(X), que denotaremos p(T), se define como el conjunto de
los nimeros complejos A tal que (T — AI) tiene inversa acotada en X; equivalentemente,

p(T) = {\ € C: N(T — AI) = {0} y R(T — AI) = X}.

Los nidmeros A € p(T) se denominan puntos regulares de T. Puede probarse que p(T) es un subconjunto
abierto de C que contiene al exterior del disco [A| < [|T|z(x)-

Si A € p(T), se define el operador Ry (T) := (T —AI)~!, denominado resolvente de T en \ o, simplemente,
resolvente de T. Las siguientes son propiedades importantes de la resolvente de T:

- R\(T) € L(X),
-To RA(T) = R)\(T) oT,
- R\(T) o R,(T) = R,(T) o R\(T), para cualquier p € p(T),

- R)\(T), considerada como funcién de ), es localmente holomorfa en p(T) 3.

De acuerdo con los desarrollos de von Neumann, Ry (T) admite la siguiente representacion:
1 T\ 1! 1 Tk
n--0-D) -6
A = =313 p kzm )

que converge si, y solo si, |A| > ||T||z(x) y prueba que Rx(T) es holomorfa en el infinito. En particular,

1 .
[BA(T) || 2(x) < —0 si |\ — oo

T =1 F )

3Dados un conjunto D abierto en C y Sy : D — L£(X), una funcién cuyos valores son operadores en X, se dice que Sy
es localmente holomorfa en D si para todo x € X, f € X*, la funcién h(X) := f(Sxz) es holomorfa en D.
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El espectro de T es el conjunto de puntos definido por
a(T):=C\p(T)={AeC:N(T - AI) #{0} o R(T — A\I) # X };

es decir, son los A € C tales que (T — AI) no tiene inversa en X. Como consecuencia de los resultados
anteriores, el espectro de un operador lineal y acotado en un espacio de Hilbert X es un conjunto cerrado,

no vacio, y satisface
o(T) c{A e C: A < [[Tlcx)}

A los nimeros A € o(T) se los denomina puntos espectrales de T. Los puntos espectrales de T se pueden
clasificar de la siguiente manera:

- un punto X pertenece al espectro puntual 0, (T) de T si (T — AI) no es inyectivo; A es un autovalor
de T,

- un punto A pertenece al espectro continuo o.(T) de T si (T — AI) es inyectivo pero no suryectivo
y R(T — AI) es denso en X,

- un punto A pertenece al espectro residual o,.(T) de T si (T — AI) es inyectivo pero no suryectivo y
R(T — AI) no es denso en X.

De la clasificacion anterior se deduce que
C=p(T)Uo(T)=p(T)Uo,(T)Uo.(T)Uo.(T)
y que la unién es disjunta, obteniéndose asi una particién de C.

Existe una relacién (relativamente simple) entre los conjuntos espectrales correspondientes a T y a su
operador adjunto. En efecto, si T* € L(X) es el operador adjunto de T € £(X), entonces [131]

- XA € p(T) si, y solo si, A € p(T*),
A € o(T) si, y solo si, A € o(T*),

- A€ 0.(T) si, y solo si, A € a.(T*),

- si A € 0,.(T), X € 0,(T*),

- si A € 0,(T), X € 0,(T*) U, (T*).
Si bien o(T) # @, cualquiera de las partes disjuntas que componen el espectro de T podria ser vacia. Por
ejemplo,

- si T € £(X) es autoadjunto, o(T) es real y, por lo tanto, o.(T) = ().

En general, si 0,(T) # 0, cualquier conjunto de vectores propios asociados con valores propios distintos
sera linealmente independiente.

Asumamos ahora que A # 0 es un punto aislado del espectro de T. Sea v una curva de Jordan cerrada
en p(T) alrededor de . Supongamos que el origen y todos los puntos pertenecientes a o(T) distintos de
A estan en el exterior de . La proyeccién espectral asociada con T relativa a A se define mediante la
integral de Dunford 4

211

E)\ = —L/RZ(T)dZ
v

Claramente, la definicién no depende de . Ademds, Ey € £(X) y se verifican

4Sea H un espacio de Hilbert complejo. Sea A un operador acotado sobre H. Sea f es una funcién analitica en A,
un subconjunto abierto de C tal que o0(A) C A. Entonces f(A) denotard al operador en H definido por la integral de

Dunford-Taylor [124]
1
T 2mi

f(A): /C ()1 - A) a2

donde C' es una coleccién de curvas de Jordan en A, orientadas positivamente, tales que o(A) queda en el interior de C.
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-ToEy=E)oT,
- E,oE, = E),
-E\oE, =0 siA#pu,
- R (E,) es T-invariante,
- N (E,) es T-invariante.
Hagamos X; = R(E)) y X2 = N(E,), entonces
- X =X 8 Xy,

T|x, € L(X;) j=1.2,

- o(T|x,) = {A},

o(T) ={A}Uo(T|x,),

- sip € p(T) = p(T[x,) N p(T|x, ), Ru(Tlx,) =Ru(T)x, =12

El proyector espectral Ey es el operador idempotente de Riesz correspondiente a A [80].

A continuacién, introduciremos un subconjunto de o(T) que jugard un rol importante en lo que sigue.
Definamos

00(T) :={X € o(T) : (T — AI) es un operador de Fredholm con indice cero®},
que también puede escribirse como
00(T) = {A € 0, (T) : R(T — M\I) = R(T — AI) # X y dimN(T — A\I) = dimN (T* — \I)}.
Tendremos [80, 131],
- A€ 0o(T) si, y solo si, A € ao(T*),

- si A es un punto aislado de o(T), A € go(T) si, y solo si, Ey tiene rango finito.

Designemos por mo(T) al siguiente conjunto:
mo(T) := {A € 0p(T) : A es un punto aislado de o(T) y dimR(E,) < oo},

Entonces, es posible escribir
oo(T) = 70(T) U mo(T),

donde 79(T) es un conjunto abierto del plano complejo que esté incluido en ¢, (T). El conjunto my(T) se
denomina conjunto de puntos de Riesz; también es conocido como el conjunto de autovalores aislados de
T con multiplicidad algebraica finita (ver mas adelante).

El nuicleo del operador T'— AI se denomina subespacio propio de T asociado con A o, brevemente, A-espacio
de T. Es inmediato que

- N(T — XI) es un subespacio vectorial cerrado de X,
- N(T — AI) # 0 si, y solo si, A € 0,,(T),
- N(T — M) es T-invariante.

5Un mapeo A € L£(X) es un operador de Fredholm si: i) R(A) es cerrado, i) dim N (A) < oo y codimR(A) < co. El
indice de un operador de Fredholm es el ntimero entero definido por

Ind(A) := dim N (A) — codim R(A)
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Supongamos que A € mo(T). Se define la multiplicidad ascendente de A\ como el menor nimero entero
I tal que N((T — AI)'*!) = N((T — AI)!). A la dimensién del espacio N'((T — IN)!) se la denomina
multiplicidad algebraica de X y los elementos de A/((T — AI)!) son los vectores propios generalizados de T
asociados con A. Un vector propio generalizado se dice de orden k, si pertenece a N'((T — )\I)k) pero no
pertenence a N'((T — AI)*~1). Los vectores propios generalizados de orden 1 se denominan autovectores
de T asociados con \. La dimensién del espacio N (T — AI) define lo que se conoce como la multiplicidad
geométrica de A. Si m y g representan a las multiplicidades algebraica y geométrica, respectivamente,
tendremos
I<i<m 'y g<m

Para A # 0, autovalor aislado de T con multiplicidad algebraica finita m, tendremos
- R(Ex) = N((T = AD)™),
- para cada k =1,---,m, (T — )\I)f es un operador de Fredholm con indice cero; esto implica que
dimN (T — AI)¥) = dimN ((T* — AI)¥) para cada k y, por lo tanto, las multiplicidades ascendente,

algebraica y geométrica de A € oo(T*) serdn iguales a las respectivas multiplicidades ascendente,
algebraica y geométrica de A\ € go(T).

En particular, si T es autoadjunto, la multiplicidad ascendente de cada autovalor serd igual a uno.
Esto implica que todos los vectores propios generalizados seran autovectores y que las multiplicidades
algebraica y geométrica coinciden. Més ain, autovectores correspondientes a distintos autovalores seran
ortogonales.

El espectro de un operador compacto en X tiene una estructura simple, andloga a la de un operador que
actia en un espacio de dimensién finita. En efecto, sea T € £(X) un operador compacto, entonces

- 0 es el unico punto de acumulacién posible de o(T),
- si A€ o(T)\ {0}, A es un punto aislado de o(T),
- o(T) \ {0} es un conjunto discreto de C,

- o(T) es un conjunto numerable.

Del andlisis anterior, surge que (en ausencia de hipdtesis de compacidad) un operador T € £(X) podria
no tener autovalores o podria tener autovalores pero no aislados. Sin embargo, desde el punto de vista de
las aplicaciones, las situaciones mas interesantes estan relacionadas con los autovalores aislados de ciertos
operadores lineales.

2.3 El gap entre subespacios invariantes

A fin de evaluar la distancia entre un A-espacio de T y su aproximacién, se necesita primero dar una
definicion precisa de la nocion de distancia entre autoespacios. Dados dos subespacios cerrados U y V' de
X, la proximidad entre ambos puede medirse en términos del gap entre U y V' que definiremos por

~

§(U, V) :=max{d(U,V),6(V,U)},

siendo

0(U,V):= sup dist(u,V)= sup inf |Ju—v]|x.
u ueU VeV
llullx=1 llullx=1

Las siguientes resultados son propiedades importantes que usaremos més adelante (ver también [123]):
0(U,V)=0 si,ysolosi, U CV,
0(U,V) < 1 implica dimU < dim V,

0(U,V) < 1 implica dimU = dim V,
- dimU = dim V < oo, entonces 6(U, V) < §(V,U)(1 —§(V,U))~ L.
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2.4 Principios variacionales

Supongamos que tenemos un espacio vectorial normado V, equipado con la norma || - ||y, una forma
bilineal continua a : V' x V' — R, una forma lineal continua f : V' — R y un subconjunto U, no vacio, del
espacio V. Con estos datos, podemos definir los siguientes problemas variacionales.

- Encontrar uw € U tal que
alu,v—u) > f(v—u) Yvel,

- Encontrar uw € U, siendo U un cono con vértice en 0, tal que
a(u,v)
a(u,u)

- Encontrar u € U, siendo U un subespacio de V', tal que

[IAY

flv) YveU
f(u)7

a(u,v) = f(v) YveV.

Cada uno de estos problemas tiene una, y solo una, solucién si el espacio V' es completo, el subconjunto
U de V es cerrado y convexo y la forma bilineal a es continua, V-eliptica y simétrica. Si a no fuera
simétrica, el problema variacional planteado tendria solucién tunica si el espacio V es un espacio de
Hilbert. El siguiente resultado es importante por su amplio rango de aplicabilidad. La prueba puede
encontrarse en el libro de P. Ciarlet [75] o de K. Yosida [178].

Teorema 2.1 (Lax-Milgram) Sea V' un espacio de Hilbert, a una forma bilineal y f una forma lineal.
Supongamos que

- la forma bilineal a es continua; es decir, existe una constante positiva M tal que, para todo u, v € V,
|a(u, v)| < M [ullv|v]lv,

- la forma bilineal a es V -eliptica; es decir, existe una constante positiva « tal que, para todo u € V,
a(u,u) > o lullf,

- la forma lineal f es continua; es decir, existe una constante positiva C tal que, para todo v € V,

)| < Clollv.

Entonces, existe una unica v € V tal que
a(u,v) = f(v) YveW (2.1)

En el caso de espacios de Hilbert complejos y problemas variacionales a valores complejos, el Teorema de
Lax-Milgram sigue siendo vélido para una forma a bilineal o sesquilineal. La suposicién de V-elipticidad
puede ser relajada a

Re(a(u,u)) > a|ull} YueV.

El Teorema de Lax-Milgran también puede generalizarse para formas bilineales débilmente coercivas. La
siguiente versién fue introducida por J. Necas [141] y, luego, popularizada por I. Babuska en el contexto
de la teorfa de los elementos finitos [26].

Teorema 2.2 (Necas-Babuska) Sean U y V dos espacios de Hilbert, a : U x V' — R una forma bilineal
continua y f : V — R una forma lineal y continua. Supongamos que existe una constante positiva M tal
que

|a(u,v)|

- sup

> Mvlly YveV,
uelU HUHU
u#0

- sup |a(u,v)] >0 Vue U, conu#D0.
veV
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Entonces, existe una unica uw € U que satisface

a(u,v) = f(v) YveW (2.2)

Sea V' el espacio dual de V. El mapeo V' — V, f — v, introducido en el teorema anterior, es lineal y
continuo. A partir de la continuidad, tendremos

1
lulle = 71l

lo que prueba que el problema variacional (2.2) estd bien planteado; en el sentido siguiente: la solucidn
eziste, es unica y varia continuamente con el dato f. Las mismas conclusiones son validas para el problema

(2.1).

Si la forma bilineal a fuera simétrica, entonces la solucién del problema variacional (2.1) serfa también la
unica solucién del siguiente problema de minimizacién

1
J(u) = inf J(v) donde J(v) = za(v,v) — f(v).
veV 2
En Mecéanica, esta funcional representa frecuentemente a la energia del sistema y su minimizacién sigue
del principio de Dirichlet. Mds atn, en este caso, las correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange o
primera variacién (2.1), representan el principio de los trabajos virtuales.
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CAPITULO 3

Aproximacion espectral no conforme para operadores acotados

3.1 Problemas de autovalores formulados variacionalmente

Sea © un dominio abierto y acotado en R™, n = 2 o 3, en general, no convexo, con un borde I' := 9
Lipschitz-continuo. Asumiremos que I' es suave a trozos.

Sean X (2) y V(2) dos espacios de Hilbert complejos con normas | - [x) ¥ || - [[v(q), respectivamente.
Supondremos que V(2) es un subespacio de X () y que la inclusién V(Q) — X () es continua. Sean
a:V(Q)xV(Q) =-Cyb: X(Q) x X(Q) — C dos formas sesquilineales continuas. Supondremos que a
es coerciva sobre V(2); es decir, existe a > 0 tal que

Rea(v,v) > oz||v||%/(9) Yv e V(Q).

Consideremos el siguiente problema de autovalores:

Encontrar p € C, u € V(Q), u # 0, tal que

a(u,v) = pb(u,v) Yo e V(). (3.1)

Sea T el operador lineal definido por

T: X(Q

xT

V() — X(Q)

—
= u

)

siendo u € V() la solucién del siguiente problema variacional
a(u,y) = bz,y) vy € V(Q). (3.2)

Como a es coerciva, b es continua y V() — X (), la aplicacién del Teorema de Lax-Milgram nos permite
concluir que T es un operador acotado. A partir de (3.2), es facil probar que

- p es un autovalor de (3.1) si, y solo si, A = 1/u es un autovalor del operador T,

- las autofunciones u correspondientes a los autovalores A y u coinciden.

Sea €, una aproximacién poligonal del dominio €, construida de manera tal que
- cada vértice del borde I', := 08y, es también un elemento de T,

- cada punto donde I' deja de ser suave es un vértice de I',.
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Figura 3.1: Dominio de calculo €2, y dominio original €.

A continuacién, nos veremos obligados a trabajar con funciones definidas sobre los dominios discretos
Q. Observemos que, en general, ), ¢ €.

Consideraremos primero los espacios de funciones X (92;) y V(). Definiremos a estos espacios como
extensiones naturales de los espacios X () y V(f2), en el siguiente sentido: los elementos de X ()
y V() son funciones complejas que tienen la misma regularidad que las funciones pertenecientes a
X(Q) y V(Q), respectivamente, pero que estdn definidas sobre los dominios €. Estos espacios quedan
naturalmente equipados con las normas | - |x(q,) ¥ ||  [lv(a,), respectivamente, y verifican la inclusién

Consideraremos ahora una familia de espacios de dimensién finita {V4(Q5) }o<n<1 que satisface la inclusién
Vi () C X(94) para todo h. Tipicamente, la funcién N(h) := dim V},(9,) crece de manera mondtona a
medida que el pardmetro h decrece. Supondremos que cada espacio Vi, (€2p,) estd equipado con la norma
Il - v, ¥ que se verifican

lollvi@ny = lvllvia, Yo e V), (3.3)
(Vh(Qh), Il - ||Vh(Qh)> — (X(Qh),| : |X(Qh)) uniformemente en h. (3.4)
Sean ap, : Vi (Qp) X Vi (Q) = Cy by, : X(Q) X X(Qp) — C las formas sesquilineales obtenidas mediante

la discretizacién de las formas continuas a y b, respectivamente. A continuacién asumiremos que existen
constantes positivas @, 8 y 7, independientes de h, tales que

Re ah(uh,uh) > aHuhH%,h(Qh) Yuy, € Vh(Qh), (35)
|a’h(uhavh)| < B”uh”Vh(Qn) Uh”Vn(Qh) Vup, vy € Vh(Qh)7 (36)
br (un, vi)| < Flunlx@u)lvnlx@n)  Yun, vn € Xn(Qn),

Consideremos el problema de autovalores discreto:

Encontrar py, € C, up, € Vi (Q,), up # 0, tal que

ah(uh,vh) = ,uhbh(uh,vh) Yoy, € Vh(Qh). (3.8)

Definimos el operador discreto T}, andlogo al operador solucién T, como sigue:

ThZX(Qh) — Vh(Qh)
T = Up,

siendo up, € V() la solucién del siguiente problema variacional

an(un,yn) = bn(w,yn)  Vyn € Vi(Qp). (3.9)

Aplicando nuevamente el Teorema de Lax-Milgram, podemos concluir que el operador T}, es un operador
lineal y acotado. Debido a las propiedades (3.4)-(3.7), T} es acotado uniformemente en h. Como en el
caso continuo, es simple probar que
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- pp es un autovalor de (3.8) si, y solo si, A, = 1/py es un autovalor del operador T},

- las autofunciones uy correspondientes a \j y up coinciden.

Observacién 3.1 Para poder aprozimar numéricamente el problema (3.1), fue necesario primero apro-
zimar el dominio Q) mediante un dominio poligonal Q. En general, Qp ¢ Q pero Qp — Q a medida que
h va a cero ya que hemos asumido que I' es suave a trozos, que los vértices de I' son también vértices
de T'y, y que todos los vértices de I'y, estdn sobre I'. En esta situacion, decimos que (), es una aproxima-
cion externa de Q0 (la terminologia aqui empleada se debe a las definiciones introducidas en [165] y las
referencias alli citadas). Como consecuencia de esta perturbacion en el dominio, Vi (Qp) ¢ V(). Por lo
tanto, (3.8) representard siempre una aproxzimacion no conforme de (3.1).

En lo que sigue, mientras no se especifique lo contrario, C' denotard una constante positiva genérica, no
necesariamente la misma cada vez que aparezca, pero siempre independiente de h.

3.2 Definicién de los operadores solucién

Al tratar de analizar la convergencia del problema (3.8) surgen las siguientes dificultades:
- el operador T es acotado pero no necesariamente compacto,
- los operadores T y T}, estan definidos sobre dominios distintos,
- el dominio de definicién del operador T}, cambia con h.

Para poder avanzar en nuestro estudio, necesitaremos considerar operadores A y Aj que estén definidos
sobre un mismo dominio y cuyos espectros se relacionen directamente con los espectros de los operadores
T y T}, respectivamente. Esto puede lograrse introduciendo operadores de extensién adecuados.

Comenzaremos con la siguiente definicién. Para cada aproximacion €2, del dominio €2, definimos

Q:=QUQ,.

~ ~

Sobre los dominios {2, consideraremos los espacios de funciones X () y V(€2) definidos como ezxtensiones
naturales (en el sentido dado en la seccién anterior) de los espacios X () y V(§2), respectivamente.

Introduciremos ahora la norma discreta || - ||, que asumiremos definida sobre funciones con dominio €.
Denotaremos por || - ||»,p a la restriccién canénica de la norma || - ||, sobre cualquier conjunto abierto D
contenido en €. A esta nueva norma la pensaremos inducida por la norma | - llv;,(2n), definiéndola con
las siguientes propiedades:

- ollhe, = lvllvi @,y st vie, € Va(Qu),

- vl

na > |vllvi st vlo € V(Q),

- lolle = lvlly @ si veV(Q).

A continuacién, asumiremos que existe un operador de extensién, que actua sobre las funciones del
continuo, con las siguientes propiedades:

SPV(Q) = V(Q), s u,
- ullg = u,

-l < C el < Cllullvey

De manera analoga, asumiremos que existe un operador de extension, que actua sobre las funciones de
los espacios discretos, con las siguientes propiedades:
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- Ph : Vh(Qh) — X(@), Up Ui,
- u2|Qh = Uh,

gl < C lglln < C llunllv, @n)-

Ahora, para cada aproximacién 25, definimos

VeQ) =P(V(Q) CV(Q)

0 :
VE(Q) = Pu(Vi()) € X(9),
W(Q) = (Ve + Vi),
y equipamos al espacio suma W((AZ) con la norma || - || que (por construccién) satisface
ol = oy Yoe V@), (3.10)
(W(Q), Il - Hh) — (X(ﬁ),| : |X(§)> uniformemente en h. (3.11)

Consideremos el operador lineal definido por:

A:X(Q) —VeQ) cW(@) — X(Q)
x —u®=PoT(z]q).

Observemos que como T € L(X (), V(Q)), entonces A € L'(X(SA))) En efecto, para cualquier x € X((AZ)7

~

Az € W(Q). Luego, usando (3.11), la definicién de A y las propiedades de P, obtenemos

|Azly o) < CllAz[ln = C[P o T(zlo)lly@g) < ClIT(zl)llv) < Clely@g):

También es posible probar que A € E(W(ﬁ)) A partir de la desigualdad anterior y usando una vez mas
la propiedad (3.11), tenemos
|Azln < C ol g < Clalln. (3.12)

La contrapartida discreta del operador A se define de manera andloga.:

AL X(Q) = VEQ) Cc W) = X(Q)
r —uf =PyoTy(z]a,)-

Como en el caso continuo, dado que el operador Tj, € L(X(241), VA (Q4r)), A, serd un operador acotado.

~ ~

En efecto, para cualquier x € X (), Apz € W(R). Luego, usando (3.11), la definicién de Ay y las
propiedades de Py,

[Anz]x @) < ClAnzlln = C[Pn o Ta(zla,)lln < ClITh(zla,)llvi @) < Clelx@)-

Finalmente, si z € VV(SAZ)7 tendremos

|Analln < C lely ) < C llzlln-
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3.3 Resultados abstractos sobre aproximacién espectral

Consideremos las restricciones Y := T|y ) v A 1= Al ) A continuacién probaremos que toda la

informacién que necesitemos sobre el espectro de Y podremos obtenerla analizando el espectro de A. La
prueba que aqui se presenta sigue los argumentos usados en la prueba del Lema 4.1 en [33].

Lema 3.2 Los espectros de X y A satisfacen la siguiente relacion
a(Y)u{0} =a(A).

Prueba. Elijamos z ¢ o(Y), z # 0. Vamos a probar que (z — A) € L(W(£2)) es biyectiva. Luego, por el
Teorema de la aplicacién abierta !, (z — A)~! € L(W(2)) (ya que la inversa de una aplicacién abierta
biyectiva es continua) y, por lo tanto, z ¢ o(A).

Escojamos z € W((AZ) de manera tal que (z — A)z = 0. Como Az € Ve(ﬁ), para todo x € W(@),
tendremos directamente que
1 ~
r=-Az € V(Q).
z
Entonces, (z — A)z = 0 equivale a (z - A|V€(§)>93 = 0. De la definicién del espacio V¢(Q) y del operador

A, obtenemos
0=zz—PoY(zlo) = (2~ T)(zl)X(Q) + (Po (2 — T)(z]o))x(Q - Q),

donde x(Q) y X(ﬁ — Q) son las funciones caracteristicas de los subconjuntos €2 y Q- ), respectivamente.
Luego, (z — T)(z|q) = 0. Esto implica que x|q = 0 pues, como z ¢ o(Y), 2 — Y es una aplicacién uno a
uno. Finalmente, de las propiedades del operador P, concluimos que z = 0 en Q. Entonces, z — A es una
aplicacién inyectiva.

Ahora, dado y € W(ﬁ), tendremos que Ay € Ve(ﬁ). Esto nos permite definir las siguientes funciones:
z=(2=")"(Ay)la € V(Q),

~

1
T = ;(y +Pzx) € W(Q).
Teniendo en cuenta que Px|q = x, es ficil comprobar que (z—A)Z = y. Como y es un elemento arbitrario

de W (), entonces, z — A es una aplicacién exhaustiva.

Reciprocamente, supongamos z ¢ o(A). Observemos primero que, necesariamente, z # 0 ya que z — A

~ ~

no define una aplicacién exhaustiva si z = 0 (recordemos que A(W(Q)) C V(Q)). Ahora, dado y € V(Q),

~

existe un dnico elemento x € W(Q) tal que (z — A)x = Py ya que, por hipétesis, z ¢ o(A). Es claro que
1 .
x = ;(Py + Az) e VE(Q).
Luego, existe un unico z|q € V(2) tal que
(z=A)x=(zc —PoX(x|g)) =Po(z—Y)(z|a) =Py.

Esto implica que (z — Y) : V(Q) — V(Q) es invertible y, por lo tanto, z ¢ ¢(Y). O

Debido a que el dominio 0 depende de h, el espacio W(f\l) podria depender de h y, en ese caso, el
operador A dependerd de h también. Observemos primero que, para z fijo en p(A) y cualquier Z en

~

W (), tendremos
1z = M)Zln < |2[IZ]]n + [AZ]n < (2] + O]l

ya que A es un operador acotado en W (§2) con constante independiente de h (ver estimacién (3.12)).

~

Luego, z— A define una aplicacién en W (Q) acotada uniformemente en h. En el préximo lema probaremos
que la inversa de z — A también estd acotada uniformemente en h.

1Sean X e Y dos espacios de Banach y sea 7 : X — Y una aplicacién lineal, acotada y suryectiva. Entonces, 7 mapea
conjuntos abiertos de X en conjuntos abiertos de Y.
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Lema 3.3 Sea z € p(A), z # 0, fijo. Eziste una constante positiva C, que depende de Q) y |z|, tal que
I(z—A)"Hw < C.

Prueba. Fijemos z € p(A), z # 0 y elijamos § € W(fAZ) arbitrariamente. Procediendo como en la prueba
del lema anterior, es simple probar que

5 %(gju Po(z— Y)Y (Ajla)).

es el tnico elemento de W(ﬁ) que verifica (z — A)Z = 7. Como A7 pertenece a V(Q), tendremos que
(z — X)"Y(AZla) € V(Q) v, por lo tanto, podremos escribir

[P o(z—2) " (Agle)lln < Cll(z = 1) (AFlo)lvo)-
A partir de este resultado, obtendremos

<«

|z

o C RPN
17 < 12 (11 + 1 =07 (Agle) vy ) <

Finalmente, podemos usar (3.12) para obtener

(1 + 1z = ) e 1ATlallvio)-

1AGlellv o) < [AYlly @) = [AYlln < C [l

La combinacion de este resultado con la desigualdad anterior, nos permite completar la prueba. O

Corolario 3.4 Sea G un subconjunto cerrado de p(A). Entonces, existe una constante positiva C, inde-
pendiente de h, tal que
(z=A)"Hn<C Vzeg.

Prueba. A partir del resultado anterior, la aplicacién z — ||(z — A) ™|/, es uniformemente continua para
cada z € p(A). Ademds, como A € L(W (D)), |[(z — A)~||, tiende a cero cuando |z| — co. Luego, es
claro que |(z — A)7!||; puede acotarse uniformemente, con respecto a h y a z, en cualquier conjunto
cerrado incluido en p(A). O

Sea ahora A un autovalor aislado de A, distinto de cero, con multiplicidad algebraica m. Sea v un circulo
en el plano complejo, centrado en A y contenido en p(A), de manera tal que no encierre ningin otro punto
pertenenciente a o(A).

Podemos definir los siguientes proyectores espectrales relativos a A:
- asociado con A, Ey : W(Q) — W(Q),
1
E,:= / R.(A)dz
vy

T 2mi

- asociado con Y, £, : V(Q) = V(Q),

Lema 3.5 Los proyectores espectrales asociados a A y T satisfacen la siguiente relacion:

E\(W(Q)) = P(E(V())).
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Prueba. Recordemos que un vector § € Ex (W () si existe k tal que (A—A)¥g = 0 pero (A—A)F=17 £ 0.
Utilizando la definicién del operador A, tendremos

= A=Ay = - P(T(Hla)) = AP®lo) — P(T([yle)) = P(A - T)([Hle)) # 0

Procediendo de manera analoga,

g2 =A=APT=0A=-A)7 =P((A-T)(7Hle) =P((A—T)*@le)) #0,

Gt = (= A2 = (A= A)fis = PO = T)(G_sl)) = PO = T)51(fl)) # 0,
O AT O AT PO D)) = PO = TV (fla)) ~ 0.

Dado que 3lg = (Py)|a = y € V(Q), concluimos que existe k tal que (A — T)*"1y # 0y (A —T)Fy = 0.
Luego, y € Ex(V(Q)).

Reciprocamente, sea y € £(V(9)). Sabemos que existe k tal que (A — T)*y = 0 pero (A — T)*~1y # 0.
Entonces tendremos

= APy —P(Ty) = (A - A)(P

A—T)y) y)=A—-A)y
(A=T)%) =P((A=T)y1) = (A - A)(Py1) =

0,
(A~ A £0,

Py,—1 =P(A=T)"y) =P((A - T)yp—2) = (A = A)(Py—2) = (A = A)*'5 #£0,
Py, =P (A =T)yr—1) = (A = A)(Py—1) = (A = A)Fg =0.

—~
—
>
|
=
>
<
~
I
"U

Luego, claramente, § = Py € E,\(W(ﬁ)) O

3.3.1 Convergencia de las autofunciones y de los subespacios invariantes

En esta seccién vamos a generalizar la teorfa desarrollada por Descloux-Nassif-Rappaz en [94]. Esto nos
permitird analizar, en particular, la convergencia de las aproximaciones obtenidas mediante métodos no-
conformes de un operador lineal y acotado definido sobre un dominio curvo 2. Para probar los resultados
aqui presentados, seguiremos argumentos similares a los utilizados en [94].

Ya hemos senalado que el espacio W( ) podria depender de h. Como consecuencia de esto, los vectores
propios generalizados x € Ex(W(Q)) podrian variar con h también. Sin embargo, como x| € €,(V(R2))
es independiente de h y 2, — Q a medida que h va a cero, x serd asintéticamente igual a z|q.

Asumiremos que las siguientes propiedades se satisfacen:

P1: para z € E\(W(Q)), existe z), € Vhe(ﬁ) tal que ||z — znlln < minllz|ln, con n1p, — 0 para
h — 0,

P2: }LIL% [(A — Ah)|v,f(§)||h =0

El siguiente lema muestra que la aplicacién z — ||(z Ah‘V"(Q) )~ 1|5 es uniformemente continua para

cada z € p(A), siempre y cuando h sea lo suficientemente chico. Entonces, la aproximaciéon Ay, resultard
estable en z.

Lema 3.6 Sea z € p(A), z # 0, fijo, y supongamos que la propiedad P2 se satisface. Existen constantes
positivas hg y C, que dependen de ) y |z|, tales que

[(z — A

ve@) I <C Vb < ho.
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Prueba. Para cualquier z;, € V¢(Q), podemos encontrar g, > 0, tan pequeno como queramos, que
satisfaga ||(A — Ap)znlln < <ullznlln ya que, por hipétesis, se satisface la propiedad P2. Ademds, en
virtud del Lemma 3.3, para z € p(A), fijo, existe C(z), una constante positiva independiente de h, tal
que ||(z — A)xp|ln = C(2)||zn||n- Luego, es inmediato que

Cl(z
(2 = Ap)zplln > (2 = A)zp|n — (A = Ap)zplln > o) lznlln YR < ho,
2

donde hy queda determinado por la condicién ¢, < C(z)/2. Este resultado nos permite probar que

z— Ay VE(Q) = V() es una aplicacién uno a uno. Como el espacio V,¢(2) tiene dimensién finita,
entoces la aplicacién también resulta exhaustiva 2. Luego, z — Ah|Ve(§) es una aplicacién invertible.
h

Finalmente,
I(z = An) " ynlln _ B

I(z = Anlye @) "lln = sup = sup < 7
e A [yl sneve@ 12 = An)znln = C(2)

lo que nos permite completar la demostracion. O

A partir de ahora, con el fin de simplificar la notacién, utilizaremos la siguiente definicién Ay, := Ah|ve(§).
h

Corolario 3.7 Sea G un subconjunto cerrado de p(A). Entonces, existen constantes positivas C y hyg,
independientes de h, tales que

I(z — Ah)ilnh <C Vzeg, Vh<hgp.

Prueba. Como Ay, € £(W(§))7 pueden usarse los mismos argumentos empleados en la demostracién del
Corolario 3.4. O

Teorema 3.8 Sea O un subconjunto compacto de C, tal que ONo(A) = (). Ezxiste una constante hy > 0,
tal que, si h < hg, entonces O Na(Ap) = 0.

Prueba. Como o(A) es el complemento en C de p(A), el resultado es una consecuencia directa del lema
anterior. O

Observacion 3.9 Podemos interpretar los resultados obtenidos hasta ahora del modo siguiente: para h
suficientemente pequeno, cualquier conjunto abierto del plano complejo que contenga a o(A) también va
a contener a o(Ay). Entonces, la aprozimacién Ay no introduce autovalores espurios.

El Teorema 3.8 asegura que v C p(Ay) para h suficientemente pequeno. Podemos definir entonces los

~ ~

proyectores espectrales Ey, : V,£(2) — V,¢(Q) asociados a los operadores A, por medio de

1

E, = —
A 2mi J.,

Rz(Ah) dz.

h

Observemos que:
- el operador E, proyecta W(ﬁ) sobre el espacio propio de A asociado con A,

- suponiendo que existan autovalores de A}, que yacen en el interior de v, el operador Ey, proyectaria

~

Vi£(£2) sobre el subespacio invariante por A, generado por los espacios propios de Ay, asociados con
aquellos autovalores de A}, encerrados por ~.

Sea A el dominio en el plano complejo que se encuentra limitado por la curva . Nuestro primer objetivo
serd probar que, para h suficientemente chico, o(Ap) N A # (.

28i dim(V) = dim(W), finita, el mapeo lineal 7 : V — W es uno a uno si, y solo si, es suryectivo.
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Teorema 3.10 Supongamos que la propiedad P2 se satisface. Entonces, se verifica
%E}% [Ex, — E/\|V}f(§)”h =0.

Prueba. Sea z € p(A) y xp, un elemento arbitrario de Vhe(ﬁ) con ||zp|ln = 1. A partir de las definiciones
de Ey y E,,, tendremos

I(Ex —Ex)znln = %H /(Rz(A) — R (An))zn dz||n
or [ I(R(8) = Re(An))alndz

] [(R=(A)(A — Ap)R=(An)znn |dz|.

IN

1
2m
Ahora bien, dado que ||z, ||, = 1,

J(R-(AY(A = A Re(An)zal < (B | @ 1A = Al oy @y 1B (An) ey @)

y, por lo tanto,

2l
[(Ex = Ex, )znlln < |27T sup || (A) [ [|(A = An)lye @) lln sup [ Rz (An)l|n-
zey zey

A partir de este resultado, solo resta usar los Corolarios 3.4 y 3.7 y la propiedad P2 para concluir la
prueba. O

De acuerdo con el teorema anterior, Ey, | g, converge uniformemente a EA‘\/E(@) cuando h — 0
h h
Teorema 3.11 Supongamos que las propiedades P1 y P2 se satisfacen. Entonces, para todo x € E,\(W(ﬁ))

se verifica N
lim §(z, Ey, (Vi (2))) = 0.
h—0

Prueba. Sea z un elemento arbitrario de E,\(W(ﬁ)) Necesitamos acotar la siguiente expresion

dist(x,EAhy(Vhe(ﬁ))) = inf  |lz—wyulln= inf ||z —Ex,ynls
yn€EN, (V2()) yn €V ()

~

Por hipétesis, existe zj, € V,£(Q) tal que ||z — zp||n < mnllz|ln, con 1, — 0 cuando h — 0. Teniendo en
cuenta que r = Ejyz, tendremos

inf |z —Ex,ynlln < [[Exe —Ex,zalln < [BEx(z —zn)lln + [|(Ex — Ex, )znln
thV,f(Q)
< HEA”L(W(Q))”x —anl[n+ [[Ex — Ex, ||[;(V§(§)’W(§))||xh”h~

A partir de esta desigualdad, podemos concluir

s dist(z, Ey, (V£(9)))

R ” < mal[Exlln + T+ mn) [Ex, = Exlye@y)lln:
€, (W(8)) | "

Luego, el resultado es una consecuencia directa de la propiedad P1 y del Teorema 3.10. O

De acuerdo con el teorema anterior,
- dimE\(W(Q)) < dim Ey, (Vi¢(9)) y, por lo tanto, o(A) N A # 0,

- cualquier elemento de Ex(W (2)) puede ser aproximado por elementos de E ,\,(V,f(ﬁ))
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Observemos, sin embargo, que el nimero de vectores propios en Ey, (V,¢(£2)) podria ser demasiado grande.
Es decir, las multiplicidades algebraicas podrian ser diferentes. En general, la falta de preservacién de la
multiplicidad algebraica, deteriora la convergencia de los vectores propios aproximados.

Teorema 3.12 Supongamos que la propiedad P2 se satisface. Entonces, para todo xj € EAh(Vhe(ﬁ)) se
verifica R

lim 6(zp, EA(W(£2))) = 0.

h—0

Prueba. Sea zj, un elemento arbitrario de Ey, (V¢ (€)). Necesitamos acotar la siguiente expresién

dist(zp, Ex(W(Q) :=  inf _ |lzn—ylln= mf |zn — Exyls
YEEA (W (Q)) yeWw (9)

~

Teniendo en cuenta que z;, € W(Q) y que z, = Ej, xp, resulta

mf_lzn —Exylln < llzn — Exanlln < [[(Ex, —Ex)znlln < Ex, = Exllz e @) wayllenlln:
yeW (Q) h

A partir de aqui, es inmediato que

dist(zy,, Ex(W(Q)))
sup R H H S ||EAh - E/\|Vhe(§)||h'
h€E, (Vi (@) Trlin '
Luego, el resultado es una consecuencia directa del Teorema 3.10. O

Teorema 3.13 Supongamos que las propiedades P1 y P2 se satisfacen. Entonces,

lim 8(E(W(2)), Ex, (Vi () = 0.

Prueba. Inmediata a partir de los Teoremas 3.12 y 3.11. O

El teorema anterior nos permite asegurar que los espacios propios aproximados tienen la dimensién
correcta. Explicitamente, para todo h < hg, dimEy, (Vi¢(Q2)) = dim E» (W (€2)). Luego, la aproximacién
A} no introduce autovectores espurios.

3.3.2 Convergencia de las autovalores

En esta seccion analizaremos la convergencia de los autovalores asociados con el operador Ay hacia los
autovalores del operador A.

Recordemos que A es el dominio en el plano complejo limitado por la curva . Claramente, tendremos
o(A)NA ={A}.

Definicién 3.14 El espectro de Ay, en A converge a A si, y solo si,

lim o(Ap) NA = {\}.
h—0

Es interesante destacar aqui que esta definicién expresa la continuidad de o(A) en la vencindad A de A
cuando el operador A estd sujeto a la perturbacion A — Ay, (es decir, A = Ay + (A — Ay)) [84]. Esta
continuidad implica que

- para h suficientemente chico, existe al menos un punto de o(Aj) en cualquier vecindad de A;
propiedad de semi-continuidad inferior, es decir,

{A} Climinfo(Ay) NA,
h—0
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- X es el tnico limite posible para cualquier sucesién de puntos en o(Ay) N A; propiedad de semi-
continuidad superior, es decir,

limsupo(Ap) NA C {A}.
h—0

Como mostraremos a continuacién, la convergencia de los autovalores aproximados es una consecuencia
directa de los resultados que hemos obtenidos en las secciones anteriores. Para las pruebas, seguiremos
los argumentos presentados en [83].

Proposiciéon 3.15 El espectro de Ap, en A converge a .

Prueba. Los Teoremas 3.10 y 3.11 nos permitieron asegurar que o(Ay) N A # ), siempre que h sea lo
suficientemente chico. Para z € A —{A} C p(A), el Lema 3.6 nos asegura que Ay, es estable en z; es decir,
que existen constantes ho(z) y C(z) tales que, para todo h < ho(2), z € p(An) v | R (Ar)||n < C(z). En
estas condiciones, elijamos otra curva cerrada 7 que encierre a A y de manera tal que quede contenida en
el interior de «y. Por el Corolario 3.7, si h es lo suficientemente pequeno, ||R,(Ap)||x serd uniformemente
continua para todo z en el domino anular comprendido entre las curvas v y 4 . Por lo tanto, en ese
dominio, no puede haber puntos pertenecientes a o(Aj) . O

Definicién 3.16 La aprozimacion Ay, que es estable en el dominio A —{\}, se dice fuertemente estable
en A — {\} si existe una constante hg tal que

dimEy, (VE(Q)) = dimEx(W(Q)) Vh < ho.

Es claro que, la estabilidad fuerte de Ap en A — {\}, es una consecuencia directa del Teorema 3.13.

Proposicién 3.17 Para h suficientemente chico, o(Ap) N A consiste ezactamente en m autovalores, no
necesariamente distintos.

Prueba. Si h es suficientemente chico, v separard a o(Ap) N A del resto del espectro de Ay. Entonces, de
acuerdo con Kato (Teorema 6.17 en [123]), o(Ap) N A serd igual al espectro del operador Ay, restringido
al subespacio E Ah(Vhe(f\Z)), cuya imagen tiene dimensién igual a m pues Ay, es fuertemente estable en
A — {A}. A partir de aqui, concluimos que el espectro de Ay contenido en A consistird en un conjunto
de autovalores con una multiplicidad algebraica total igual a m. O

Como consecuencia de los resultados establecidos hasta ahora, podemos asegurar que partes aisladas del
espectro de A son aproximadas por partes aisladas del espectro de Aj,. M&s precisamente, para cualquier
autovalor A de A con multiplicidad finita m, existen exactamente m autovalores Ayp,- - -, Apn de Ay,
repetidos de acuerdo con sus respectivas multiplicidades, que convergen a A a medida que h va a cero.

3.3.3 Estimaciones del error para las autofunciones en la norma || - ||,

En esta seccién obtendremos nuevas estimaciones para el error que nos permitirdn determinar el orden
con el que convergen las autofunciones aproximadas. Lograremos este objetivo extendiendo la teoria
desarrollada en [95], establecida solo para métodos conformes.

Algunos de los resultados que se presentaran a continuaciéon pueden probarse modificando ligeramente las
pruebas de los correspondientes lemas o teoremas en [95]. A pesar de esto, hemos decidido incluir todas
las pruebas en este trabajo con el fin de brindar un andlisis completo de la teoria propuesta.

~

Comenzaremos por considerar el subespacio de W () definido por
WA(Q) = Ex(W(Q) + Vi (@)

y supondremos que existe una norma || - ||. definida en W) (Q) tal que

- ulln < Jlulle Yo e WA(Q),

31



~

- Nulle = flufln - Vu € ViE(Q),

~Nulls < C) fJulln Vu € BA(W(R)).

Para un operador lineal y continuo L : WA(Q) — W (ﬁ) quedan definidas las siguientes normas discretas

[l _ [Tyl

[Lflen == LS T — L,
yewa (@) WYl yewy (@) IYllA
Ly||« L
HLHh* = sup || y” > sup || y”h _ HLHh,
yemn@ Wlle " yew, @) 19l
L L
Ll = sup 1Ly < sup IL]l- = ||| s

yEWA(Q) 1yl yeW (@) Iyl

A lo largo de toda esta seccién asumiremos que:
- las formas a(-,-), b(+,-) y sus respectivas aproximaciones, ap(-,) y bn(-,-), son hermitianas,

- los dominios de definicién de ap y by, pueden extenderse al espacio suma (V + V4)(£2;) de manera
tal que se verifiquen las siguientes condiciones:

a) la forma aj, extendida resulta uniformemente continua en W (€2) con respecto a la norma |- ||,
es decir,

lan(v]ay,; wla, ) < Cllvllwa,lwllvo, < Clolldlwll. Vo, we Wx(Q)

~

b) la forma by, extendida resulta uniformemente continua en W (2) con la norma || - ||, es decir,
[bn (vl wle,)| < Cfvlx@plwlx @, < Clvllallwla Vo, w e W(S)

¢) las formas bilineales a y aj, pueden expresarse de la siguiente manera:

~

a1(zlona,, Ylana,) + a2(zlove,, ¥love,) Y,y € V() (3.13)

S
—~
8
<
~—
|

ain(zlona,, ylona,) + a2n(zlon\0: Ylona) Yo,y € W (Q) (3.14)

S
>
—
&
<
=

Il

d) las formas a; y ay, satisfacen la siguiente relacion:
ai1(zlona,,Ylona,) =  ain(@lona,ylona,) Y,y € V(Q) (3.15)

e) para las formas as y agy, se verifican las siguientes estimaciones:

IN

|az(z|o\a,, Ylove,)] allzlneve, Wlnove, Yz,y € V(Q) (3.16)
|a2h($\szh\sz7y|szh\sz)\ < 62H96||*,Qh\9||y||*,9h\9 V;v,er(Q), (3-17)

siendo ¢y y ¢ constantes positivas que no dependen de h.

La primera suposicion tiene una consecuencia muy importante que aqui necesitaremos solo a efectos de
simplificar la presentacién. Asumiendo que las formas a y b son hermitianas simétricas, el operador Ty (q)
resultard autoadjunto con respecto a la forma a 2. Por lo tanto, sus autovalores serdn todos reales y todos
los autovectores generalizados seran autovectores.

Antes de continuar con nuestro andlisis, necesitamos definir un operador de proyeccién sobre los espacios
discretos, asociado con la forma bilineal ay,.

3Para operadores acotados en espacios de Hilbert, los conceptos simétrico y autoadjunto resultan equivalentes.
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Sea IT;, : W (Q) — Wi (), el operador con rango en Vie (), definido por

{ Hhx = Phl’h

3.18
an(x —xp,yn) =0 Vyn € V(). (3.18)

El operador IIj,, asf definido, estard acotado en la norma || -||«; uniformemente con respecto a h. En efecto,
debido a que la forma bilineal a;, es continua sobre Wy () (con respecto a la norma | - |[+) v coerciva
sobre V3, (€2p,) (con respecto a la norma || - ||) v teniendo en cuenta que Pj es un operador acotado en
Vi(21,), valiendo todas las propiedades uniformemente en h, podemos escribir

Mpallz = [IPranlli < Cllanlly, g, < Clan(n, xn)l = Clan(z, )]

< Cllzllvanllznllvon < Cllaldllzalln < CllzllPrzaln = C ]l |[Mnz|n,

donde hemos usado estimaciones obvias, las propiedades de la norma || - || y la definicién del espacio

~

W (92) para obtener las tltimas desigualdades.

Observemos también que II;, es un operador autoadjunto con respecto a la forma bilinear a; ya que
hemos asumido que aj, es simétrica.

Consideremos ahora el siguiente operador
B, = AuIL, : Wi (Q) — VE(Q) € Wi (Q).

A partir de esta definicién, tendremos

~

IBrzlln < C|Hpzlln < Cllzfl Vo € WA(9),
Iz = B)alln < |zllllln + [IBazlls < C(2)]z]l. Yz € C, Vo € WA(Q).

Observacion 3.18 A partir de los resultados anteriores, surge inmediadamente que los operadores 11y,
B; y z — By, también estdn uniformemente acotados en la norma || - ||«. En efecto, como para cualquier
xz € Wa(Q), Iz € ViE(Q), tendremos que para todo x € Wx(Q), |[IInz||« =~ ||Hpx|n. Luego, existird una
constante positiva, C, tal que

- Wzl < € el
Razonando de manera andloga, tendremos

- Bzl < C|lz|.
y, por lo tanto,

- Iz = Bz« < CE) .

~ ~

Obviamente, los operadores Aj, y By, coinciden sobre V,¢(2) ya que, como IIj, proyecta Wy(€2) sobre

~

Vie(Q), (I — I)zp = 0 para todo elemento zj, € V}f(ﬁ) Esto nos permite asegurar que
- o(An) = o (By),
- para cualquier valor propio, distinto de cero, los correspondientes subespacios invariantes coinciden.

Ademas, el operador By, es autoadjunto con respecto a la forma bilineal aj. Esta propiedad es una
consecuencia directa de la simetria de las formas bilineales ay y b,. En efecto, dados z, y, elementos

~

arbitrarios de Wy (), tendremos

an(Brz,y) = an(Apllpe,y) = an(y, Apllye) = an(llpy, Apllyz) = ap(Apllpz, Hpy) = bp(p2, Hyy),

donde hemos usado los problemas (3.18) y (3.9) para establecer las iltimas igualdades. De manera com-
pletamente analoga, se obtiene
an(z, Bry) = b (Upy, ).

~ ~

El siguiente resultado muestra que z — By, : Wy (2) — W, (2) es una aplicacién continua, invertible y con
inversa uniformemente continua para todo z € .
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Lema 3.19 Para todo z € v, existen constantes positivas C1(z), Ca(2) y ho tales que
1= = Bu) " < Ci(2) VA < o,
I(z = Br)"Hl« < Ca(2) Vh < ho.

Prueba. Sea x un elemento arbitrario de W (ﬁ) A partir de la definicién del operador By, es inmediato
que
Bh(Hh:C) = Bhl‘.

Luego, si z € v, es z # 0 y podremos escribir

1= T0)elh = e = Ba)(T = el < - (I ~ Bu)alln + 11z ~ B)TTaaly)
< &)z = Ba)alln + 0 (2 — Bu)zlln) < C(2))I(= — Br)a]..

1
Z

Por otro lado, como IIyx € Vhe(ﬁ), de acuerdo con el Lema 3.6, existe una constante positiva hy tal que,
si h < hg, se verifica

Mpzln < C(2)[[(z = Ap)pzlln = C(2)[[n((z = Br)z)l|ln < C(2)[|(z — Ba)z|l..
Concluimos entonces que la aplicacién z — By, : Wy (€Q) — Wx(Q) es inyectiva pues
l#l[n < |(X=1Ip)z|[n + [Hazln < C(2)]|(z = Br)z[l«  Vh < ho.

Como B}, es un operador compacto 4, tendremos que z — By, es también una aplicacién exhaustiva 5.
Luego, (z — Bp,) es invertible. Finalmente, como v es un conjunto compacto de C, para todo z € v se
verifica

—B;) !
I(z=Bp) Hen = sup M: sup wgméxC(z).

yEWA(Q) Hy”* zEWA (D) ||(z - Bh)9€||* z€y

Asi concluimos la demostracion de la primera desigualdad.

Razonando de la misma manera, con la || - ||« reemplazando a la || - ||, v teniendo en cuenta los resultados
de la observacién 3.18, es facil concluir que, para todo x € Wy (Q),

=]l < C(2)lI(z = Ba)z|l. Vh < ho.
Luego, para todo z € v, tendremos

Iz = Br) [l < mix C(2),

zey

estimacién que nos permite completar la prueba. O

Sea Fy, : WA(Q) — Vhe(ﬁ) el proyector espectral asociado con el operador By,

1
F,, = T/RZ(Bh)dz,
i J,
relativo a los autovalores Aip, - - -, A, los cuales convergen a A a medida que h va a cero. Observemos
que

- como By, es autoadjunto con respecto a la forma bilineal ap, F, resulta autoadjunto con respecto
a ap,

4Un operador lineal y continuo que transforma un espacio de Banach E en un subespacio de E con dimension finita es
compacto.

5Sea T un operador compacto sobre un espacio de Banach y z € C\ {0}. El operador z — 7 es inyectivo si, y solo si, es
suryectivo.
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- como R,(B},) estd acotado para todo z € v uniformemente en h en las normas || - ||«n ¥ || - |+, Fx,
resulta acotado uniformemente en A en las mismas normas,

~ ~

- Fy, (Wx(9)) coincide con el espacio propio Ey, (VZ(€)) del operador A, asociado con los autova-
lores Ain, -« 5 Amn-

Asumiremos que las siguientes propiedades se satisfacen:
P3: para z € Ey(W (), existe z, € Vhe(ﬁ) tal que ||z —zpl« < nepllz||n, con 2, — 0 para h — 0,
P4: para todo x € EA(W(Q)), (A — Ap)z|l« < nanllx|n, con nsp, — 0 para h — 0,

P5: para todo z € Ex(W(Q)), [|z]ln,0\0, + |Zlln0n0 + 2«00 < anllz]|n, con n4, — 0 para
h — 0.

Observacién 3.20 A partir de la relacion existente entre las normas || - ||n y || - ||, es claro que la
propiedad P3 implica la propiedad P1. Notese, sin embargo, que no ha sido necesario introducir la norma
I - |« para analizar la convergencia del método de aproximacion.

Es claro entonces que las siguientes cantidades

Yin = sup inf ||y — x|+,
y€eEL (W (Q)) Tn€V (D)
llylln=1
wn = sw (Illaove, + lylleane),
yEEA(W(Q))
lylln=1
Ysn = [[(A = Ah)|EA(W(§))Hh*v

Oh = Y1ih T V2n + V3h-

tienden a cero a medida que h tiende a cero.

Lema 3.21 FEziste una constante C, estrictamente positiva, tal que
”(I - Hh)|EA(W(ﬁ))Hh* < C’Vlh'

Prueba. Sea z € EA(W((AZ))7 con ||z||p = 1, y consideremos un elemento arbitrario y, de V,(Q). La
desigualdad triangular, las propiedades del proyector I, y la equivalencia entre las normas || - ||« v || - ||»

en V,£(Q), nos permiten escribir

1@ =)zl < llz = yp e+ [Ta(yf = 2) ] < llz = yille + CHa(yh — )]
< o=yl + Cllyp — 2l <O inf _flz —yi ]l
ccve(Q)

YRE€VR

de donde se obtiene ficilmente el resultado buscado. O

~

n al operador identidad en E\(W(Q)). En
efecto, en virtud de la propiedad P3, para cada x € Ex(W(R)), podemos encontrar nap, — 0 con h — 0

tal que  Inf ||z — yill« < nanllzlln. Luego, tendremos
yReVir ()

Observacién 3.22 FEs claro que I, converge en norma || - ||

(X = )zllp < |- )]l < nanllzlln  para cada = € Ex(W(Q)).

Lema 3.23 FEuxiste una constante C, estrictamente positiva, tal que
I(Ex — F)\h)|E>\(W(§))Hh < Cl(A - Bh)‘EA(W(ﬁ))”h*y

||(E>\ - F/\h)‘EA(W(Q))Hh* <C ||<A - Bh)|EA(W(§))Hh*-
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Prueba. Observemos que, dada la relacién existente entre las normas || - ||, ¥ || - ||n«, solo serd necesario
probar la segunda desigualdad. Elijamos x € Ey (W (£2)) de manera tal que ||z||, = 1. La definicién de los
proyectores espectrales nos conduce a la siguiente expresién, vélida si h es suficientemente pequeno,

(B ~ B, ol = o / R.(Bu)adz]. < o- / |R-(B1)(A — By)R-(A)].|dz].

Teniendo en cuenta que la aplicacién R, (A) deja invariante al subespacio E (W (Q)), podemos escribir

[R-(Br)(A — Bp)R.(A)z|. < |R. (Bh)”g(wA Q))HA BhHL(EA(W(Q))WA(Q))HR( )Hg(EA(W(ﬁ)))-

Luego, tendremos
hl
JEx = B, )l < 5 sup [ R (B[ (A — Ba)lg, o @y e 500 | - (A)]1n 2]
T zey z€7y

Terminamos la prueba aplicando los resultados del Corolario 3.4 y Lema 3.19. O

Lema 3.24 Eziste una constante C, estrictamente positiva, tal que
(T — F/\h,)‘EA(W(Q))”h* <cC (”(I - Hh)|EA(W(§))Hh* +[I(A - Bh)|EA(W(§))||h*)-

Prueba. Elijamos z € Ex(W({2)) de manera tal que |[z[|, = 1. A partir de la designaldad triangular y
de las propiedades de la norma || - ||«, tendremos

IX=Fx)all. < @ aall, + 1T = Fx,)all. < (€= T)all. +C [T = Fx,)elln
< (= Tz + C [Tu(T = Fa)z ] < € (| = Ma)all. + (= Fx, )al]. )
< C (= T0) g vy e + 1B = F) i, e ) Il

Terminamos la prueba aplicando el resultado del Lema 3.23. O

Lema 3.25 Fuxiste una constante C, estrictamente positiva, tal que
(A = Bu)lg, w@yllne < Cyin + v3n)-

Prueba. Elijamos = € EA(W(Q)) de manera tal que ||z||, = 1. A partir de la desigualdad triangular y
las propiedades de la norma || - ||, tendremos

(A =Bp)zll. < [[(A—Ap)z|l. +[|AnT = In )zl <[|(A = Ap)zll. + C[|AnI —1TIp)z|n
< H(A — Az« + Cll AT = Ta)ylln < (A = Ap)zlls + C | An]nl[(T—Tn)yll«
<

(A — Ah)|EA(W(§))”h* + Cl[Ap|nl(X- Hh)|EA(W(§))Hh*-

La prueba puede concluirse teniendo en cuenta que ||Ap]|; estd acotada uniformemente en h y aplicando
los resultados del Lema 3.21. O

El siguiente teorema da una cota superior para la distancia entre los subespacios E (W (Q)) y Fa, (W Q).
Esta distancia coincide con la distancia existente entre los espacios propios Ex(W(Q2)) v Ej, (Vh( )) de
los operadores A y Ay, respectivamente.

Teorema 3.26 FExiste una constante C, estrictamente positiva, tal que
S(EA(W (), Fa, (Wa(Q)) < C o

Prueba. Comencemos observando que, para h suficientemente pequefio, digamos para h < hg, los subes-
pacios Ex(W(Q)) y Fa, (WA(R2)) tendrén la misma dimensién m, finita. En estas condiciones, tendremos

~

I(E A(W(Q)E FA;L(WA(Q))A) .
1= 6(Ex(W(Q2)), Fy, (WA(Q))

3(F, (Wa(Q)), EA(W(Q)) <
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A partir de este resultado, solo nos resta probar que

S(EA(W (D)), Fx, (Wa(@)) < C o
ya que, como flblg%) on = 0, existird alguna constante h, tal que, para todo h < hy, serd (1—C o5)~ ! < 2.
Elijamos 2 € Ex(W(Q)). Como = = Exz y F, (Fa,y) = F»,y, para todo y € Wy (), tendremos

inf |z —yllh= if [Exx—Fyylln < [(Ex—Fx,)z|n
y€EF N, (WA (D)) yEWA(2)

Luego, en virtud de los Lemas 3.23 y 3.25,

sup f  fe—yllh < sup  [[(Ex—Fx,)zlln < C(vin +73n)-
z€EL (W (Q)) VEF A, (WA (Q)) z€Ex(W(Q))
lzlln=1 llz]ln=1

Luego, para todo h < min{hg, hy}, tendremos

S(EA(W(Q)), Fx, (WA(9) < C (yin +v3n)

que es el resultado buscado. O

3.3.4 Estimaciones del error para los autovalores

Hasta aqui hemos probado que, para h suficientemente pequeno, existen m autovalores A1y, -+, App de Ay,
que convergen al autovalor A de A cuya multiplicidad algebraica es m. En otras palabras, si se satisfacen
las propiedades P1 — P2, hemos probado que

lim \jp, =X para ¢=1,---,m.
h—0

En esta seccién analizaremos la rapidez con la que convergen los autovalores aproximados. Adoptaremos
la linea argumental presentada en [150].

En lo que sigue, continuaremos usando la notacién introducida en las secciones anteriores y sostendremos
todas las hipétesis hechas previamente.

Comenzaremos definiendo la siguiente aplicacién
Ep = FM|EA(W(§)) CEA(W(Q)) = Ey, (Vi (),

i.e., el proyector Fy, como un operador restringido al subespacio Ej (W(ﬁ)) Es posible demostrar que,
para h suficientemente pequeno, Ej es una aplicacion invertible y con inversa uniformemente acotada.

Lema 3.27 Eriste una constante positiva hq tal que, si h < ho, |E; ||, < 2.

Prueba. Elijamos z € E,\(W(ﬁ)) de manera tal que F, z = 0. Por la propiedad P3, sabemos que existe

~

zp € VE(Q) tal que

lzlln = [Exzlln = [[(Ex — Fx,)zlln < [[(Ex — F, ) (@ — 20)|n + [(Ex — Ex,)2nln
< nonlEx = Fx, lnllzlln + [[(Ex = Ex,)lyeayllnllzalln
< "72}L||E/\ - F)\h *h”xHh + (1 + 7]2h)||(Ez\ - E>\h)

V;«(ﬁ)”th”h'

Como las proyecciones Ey y F, estdn uniformemente acotadas en la norma || - ||«n vy 72, — 0 cuando
h — 0, el Teorema 3.10 nos permite asegurar que, para todo h menor que cierta constante hy,

1
l2lln < 5 llz]la-

37



Luego, la aplicacién Ej es uno a uno. Observemos que también es una aplicacién onto ya que, por el
Teorema 3.13,

~ ~

dimE)(W(Q2)) = dim E,, (V¥ (Q)) = m.
Concluimos entonces que =; ' : E)\h(Vhe(ﬁ)) — E,\(W((AZ)) estd bien definida para h chico. Mas aun, si h
es chico, estd acotada uniformemente en h. En efecto, para « € Ey(W(Q)), tendremos

1
[zlln = IFx,2[ln < [[(Ex = Fy,)zfn < §H$||h~

De aqui concluimos inmediatamente |2, 'yp ||n < 2||yn||n para todo vy, € E,\,L(Vhe(ﬁ)). O

Consideremos los siguientes operadores

A= Alg, w@) EA(W(@) = Ex(W(Q)),

By, := E;,'BL,E) : EA(W(Q)) = Ex(W(Q)).

~

Elijamos = € E» (W (). Usando el resultado del Lema 3.27 y teniendo en cuenta que ||Bp||.n estd acotada
uniformemente, tendremos

Buzln = 125, ' BuBnzln < |12, |nlIBaBrzlln < 2|Bnlnl|Znz]. < C[|Zpz].
y, dado que Epx € V2(Q,) v ||Fa, ||«n estd uniformemente acotada,
[Enzll < ClIEwzlln < ClIFx g, @y lnllzls < Cllz]a (3.19)
La combinacién de las dos estimaciones anteriores nos permite afirmar que B n, estd acotado uniformemente
en la norma || - |-

Ademés, como E; 'E), es igual a la identidad sobre Ex(W(Q)), tendremos

~ 1 ~
Iz — Bp) " ta|ln = | (s,;l(z - Bh)Eh) 2l = 12, (2 — Br) '8hzlln Vo € Ba(W(Q)).

Luego, gracias a los Lemas 3.19, 3.27 y a la estimacion (3.19), podremos asegurar que existe una constante
positiva C tal que, si h es suficientemente pequetio,

Gz = Br) " el < 18, Ikl (2 = Ba) " aallEnalls < C |- (3.20)

Observemos también que

o~

- como Ex(W(Q)) es A-invariante, o(A) = A,

- como E,\,L(V,f(ﬁ)) es By-invariante, o(By) = A, - - -, Amn-

El siguiente lema es clave para establecer las estimaciones que nos permitirin determinar el orden de
convergencia de los autovalores aproximados.

Lema 3.28 Fuxisten constantes C y hg, estrictamente positivas, tales que, para h < hg,
1A =Bl < C (0, + My + Ni),

siendo My y Ny, términos de consistencia definidos por:

Mp= sup  sup |an(Az, Iy —y) — bz, Iny — y)l,
2€BA (W(D)) yeBx (W ()
lzlln=1"" " llylla=1
Np=  sup sup |an(Az,y) — bp(z,y)|.
2EBA (W()) yeBA (W ()
lzln=1 """ llglln=1
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Prueba. Tendremos

IA=Buln<  swp  [(A=Buzlna+ sup  [[(A=Buzlno,o (3.21)
z€EX (W (%)) z€EX (W (%))
llln=1 llzlln=1

Observemos que (1/31 - ﬁh)x € EA\(W()). Luego, debido a la propiedad P5,

H(f1 - ﬁh)IHh,Qh\Q < 774hH(K - ﬁh)l‘\ hQ < 774h||;x - ﬁh”th”ha

donde 74, — 0 a medida que A — 0. Entonces, para h suficientemente chico, podremos escribir

~ ~ 1 ~ ~
sup (A = Br)zllnane < 5IIA = Bulln. (3:22)
JJEI}lEAH(W(lQ))
Z||h=—

Este resultado permite acotar facilmente el segundo término de (3.21). Para el primer término, tendremos

sup  [(A-Bp)zfne <C sup  sup a((A—By)z,y)
z€E\ (W (Q)) z€E(W(2)) yeW(Q)
llzlln=1 lelln=1  llylln=1 R
=C sup  sup a(Ex((A—By)z),y)
z€EX(W(Q)) yeW ()

lz]ln=1 lylln=1 A
=C sup s a((A-By)r Ex(y)
2€EN(W(Q)) yeW (Q)

leln=1 " Jylln=1 o
¢ sw sup _a((A ~By)ry).
2€EA(W(Q)) yeEA(W(D))
l][n=1 lylln=1

Dado que (A — Bj,)z e y pertenecen al espacio V(€), podemos usar (3.13), (3.14) y (3.15) para obtener

a((A-By)z,y) = ain((A—By)zlona,. Yleno,) + a2 (A — By)zlova,, ylora,)
= ap((A = Bp)z,y) — azn((A — Br)zlo,\0, Ylo,\0)
+ as((A = Bn)alova, Ylora,)- (3.23)

Teniendo en cuenta que =

E = I\EA(W@)) y que E;(W(Q)) es un subespacio invariante de A, es
inmediato que (E,:lF,\h - I)A‘E,\(W(ﬁ)) = 0. Luego, como B}, commuta con su proyector espectral Fy, ,
tendremos

A By =(A-Bilg, way) + Ex Fr. —I)(A-By) (3.24)

B\ (W @)

A continuacién acotaremos cada término que resulta de reemplazar la expresién (3.24) en la ecuacién
(3.23) por separado.

Acotacion del término |ap((A — Bp)z,y)|. Tendremos
an((A = Bp)z,y) = an((A — Bp)z, (I - a)y) + an((A — Bp)z, Il4y). (3.25)

Podemos usar los Lemas 3.21 y 3.25 para acotar el primer término en el lado derecho de esta ecuacién.
Obtendremos

lan((A = Bp)z, (I-1x)y)| < Cl[(A = Bp)z|[[|(T - I )]

<C(A - Bh)|EA(W(§))”h*H(I - Hh)‘EA(W(ﬁ)) ([ (3.26)
< CY1nY3h-
Para el segundo término, escribimos
an((A = Bp)z, Hpy) = an((A — Ap)z, Ily) + an((Ap — Bp)z, Hpy). (3.27)
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Dado que I, y|q, € Vi(Q),

|an((A = Ap)x, py)| = |an(Az, Thy) — by (2, py)| < My + N, (3.28)
ah((Ah — Bh)am th) = ah(Ah(I - Hh)(E, th) = bh((I - Hh)m, th) (329)

Es inmediato que
b (I — 1)z, py) = bp (I — Hp)z,y) — bp((I — )z, (I —1p)y). (3.30)

El primer término en el lado derecho de (3.30) puede escribirse
bn(I=1IIp)2,y) = an((In — Dz, Ay) — bp((Ily — D, y) — an (Il — Dz, (I - 11,) Ay). (3.31)

Observemos que los dos primeros términos de esta ecuacién estian acotados directamente por Mj,. Para
el término restante, tendremos

lan (I — D, (T- ) Ay)| < O~ Dl gy oy el X = T g oyl

Luego, combinando esta estimacion con el resultado del Lemma 3.21, obtenemos

El segundo término en el lado derecho de la ecuacién (3.30) puede acotarse facilmente teniendo en cuenta
la continuidad de la forma bilineal by, sobre (V + V4,)(£2). Tendremos

[bn (T =Ty )a, (L= T0)y)| < C|(X = Ta)l|n (L= h)y)lln < Ci. (3.33)

Acotacion del término |an((E;,'Fy, — I)(A — By)z,y)|. Comencemos observando que Fy, (B, 'Fy, —
I)|WA(§) = 0. Luego, como F,, es autoadjunto con respecto a la forma bilineal to aj, tendremos

lan((E},'Fx, —T)(A = Bp)z,y)|

= |an((B;, 'Fx, —D(A = Bu)z,y) — an(Fy, (B, 'Fa, —1)(A = Bp)z,y)|
= |an((E;, 'Fa, — (A —By)z,y) — an((E; 1FAh —D(A =Bz, Fy,y)|
= lan((B, 'Fx, —I)(A = Bp)z, (I-Fy,)y)|
< C|(B,'Fx, —D(A = Bp)z|.[|(T—Fx,)yll

< C(/I(8;"Fa, (A = Bu)all. + (A = B)z|. ) | (T - Fx,)yll.

< C(II(87"Fr, (A = Bu)alln + (A = Bu)all. ) II(L— Fx, )yl

< C(||(E}:1‘E>\h(\/}f(§))Hh||F)\h|W>\(§)H*h +1)[I(A =By, |EA(W(§))Hh*H(I - F)\h)lEA(W(ﬁ))Hh*

< Cyan(vin + 73n)- (3.34)

Para obtener las ultimas desigualdades en (3.34) hemos usado que aj, es uniformemente continua en el
espacio Wy (€2) con respecto a la norma || - ||, que los operadores E;l y Fj, estan uniformemente acotados
en las normas indicadas y, finalmente, los resultados de los Lemas 3.21-3.25.

Acotacién del término |as((A — ﬁ;,)a:\Q\Qh,y|Q\Qh)|. Teniendo en cuenta la condicién (3.16), que los
operadores E,:l y F}, estan uniformemente acotados y el resultado del Lema 3.25, tendremos

\02((A - Bh)ﬂfh\ﬂhvy\ﬂ\nhﬂ < C||(;‘x - ﬁh)x”hﬂ\ﬂh ylln,
< CIET'Fy, (A = Bu)z)|nllyllno\an
< CJ(A - Bh)|EX(W(§))||h* Hy”h,Q\Qh
< CY2n73h. (3.35)
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Acotacién del término |az, (A — ﬁh)x\gh\g, Yla,\a)|- Teniendo en cuenta la condicién (3.17), las propie-
dades de la norma || - ||+, que los operadores E;l y F}, estan uniformemente acotados y el resultado del
Lema 3.25, tendremos

lazn (A = Bi)zlg, @ vlone)l < ClIA =Byl ana ¥l oo
< OllA = Bu)a| Iyl 00
< C|E7'Fy, (A - ) ) Q2 \Q
< Cl(A- Bh)lE(V(Q)) [nellyll. 00

IN

Cyanysn- (3.36)

Como consecuencia de las ecuaciones (3.21)-(3.36), obtenemos

sup (A~ Buallug < C (g} + My + Ny ).
z€E5(W(Q))
lllln=1

Asi concluimos la prueba. O

Si bien hemos establecido que cada uno de los autovalores aproximados A, ¢ = 1, - -, m, estd muy cerca
de A para h suficientemente chico, la media aritmética es, en general, una representaciéon mas cercana del
valor verdadero [49]. Definimos
m
1
=— E Aih-
m <
i=1

El siguiente teorema establece estimaciones del error en la aproximacién de los autovalores.

Teorema 3.29 Existen constantes hg y C, estrictamente positivas, tales que, para h < hg,

i) =] <Ok + M+ N,

ii) 77—2—’ (0} + M), + Ny),

i) Ax A — Ay < C(0p + My, + Np).
i=1,---,m

o). S
Cl,' -+, (m una base ortonormal para EA( ). Como serialamos al comienzo de esta seccién, o(A) =

U(Bh) = A, " Amh-

1) Como los operadores A y By, estdn definidos sobre el mismo espacio de funciones, podremos escribir

Prueba. Denotaremos por (-, ) al producto interno en V((AZ) asociado con la forma bilineal

~ 1 ~ ~ 1 1
A=A = E(tl‘(A) - tr(Bh)) ftI‘(A Bh ey

> (A =BG Gr)-
k=1

Luego, es inmediato que
’)\ - )\h‘ < ClA = Bal|n.

i1) Sea f una funcién de z holomorfa en una vecindad de A. Por definicién,

(A fB) = 0 o ([ SRR - BBz G) = FO) =D )
k=1 A k=1
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Sea z € Ex(W(Q)), con ||z||, = 1. Entonces,

[(FA) = FBu)zln = o | / A) - R.(By)) wdzs

1

2

1

o ] (A = Bp)R.(A) zdz|,
1

2

ﬂ/ FEIABa)A — B R.(A) o]y |d-].

Teniendo en cuenta que A = A|EA(W@)), que E\(W(Q)) es invariante por A (por lo tanto, también seré
invariante por R.(A)) y que (A — ﬁh”Ek(W(ﬁ)) C EA\(W()), tendremos

I(F(A) = F(Bu)aln < ';7' sup [F)IR-(Br)[n]l (A = Br)R-(A) |
<C '”;‘ sup | £(2)[[|R=(Bn)l[nll(A = Bp)lg, yyrcaon Il R=(A)]In.

ZEYN

Usando la estimacion (3.20) y el Corolario 3.4, concluimos que

(£ (A) = £ B, @y ln < C A =Ba)lg, @y llns

siendo C' es una constante que depende de f pero no de h. Luego, haciendo f = =

117) Es una aplicacién directa de resultados conocidos para matrices (ver, por ejemplo, [175], pp. 80-81).

A partir de estas estimaciones, el teorema es una consecuencia directa del Lema 3.28. O

3.3.5 Convergencia y estimaciones del error para las autofunciones en la norma | - |X(§)

En las secciones previas, hemos estudiado el problema de aproximar el espectro del operador A usando
métodos no-conformes y analizado la convergencia de las soluciones numéricas en la norma || - ||5; que,
usualmente, es equivalente a la norma de la energia. En muchas aplicaciones, interesa también investigar
el comportamiento de la aproximacién en la norma | - |y -

Consideraremos nuevamente los operadores A y Aj, (definidos en la seccién 3.2) y las restricciones A =
A|W(§) v Ap = Ah‘v,f(ﬁ) (introducidas en la seccién 3.3). Siguiendo los argumentos utilizados en la

prueba del Lema 3.3 y teniendo en cuenta la inclusién continua W () = X(Q), es claro que
(z - A)71|X(§) <C zep(A), z#0.
Como A € L(X (ﬁ)), los argumentos del Corolario 3.4 pueden usarse para probar que

[(z — A)_llx(ﬁ) <C Vze(g, G subconjunto cerrado de p(A).

Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones (versiones més débiles de las propiedades P1 y
P2 anteriores):

P1: para x € Ey\(W(Q)), existe 2, € Vhe(ﬁ) tal que [z — x|y g < u1h|x|X(§), con v, — 0 para
h — 0,

P2: }ILILI}J (A — Ah)|v,§(§)|x(§) =
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Podemos repetir los argumentos utilizados en las pruebas de los lemas, teoremas y corolarios de la seccién
3.3.1 para obtener R R R

lim §(Ex(W(2)), Ex, (Vi (©2))) =0

h—0
donde la distancia se mide ahora en la norma | - [y g).-
Establecido entonces que las autofunciones del continuo, soluciones del problema (3.1), estdn bien apro-
ximadas por las soluciones del problema discreto (3.8), pasamos a estimar el orden de convergencia en la
norma | - | x (@) Para esto, necesitaremos hacer hipétesis adicionales.

A continuacién asumiremos que

- la forma bilineal b, es uniformemente coerciva con respecto a la norma | - [xq,) sobre el espacio

Vh(Qh)a

- el operador de extensién discreto Py, : V3, (Q) — X (Q) esta uniformemente acotado en la norma
- Ix(@n)-
Observaciéon 3.30 Cabe senalar aqui que estas condiciones no son tan restrictivas en la prdctica. En la

mayoria de las aplicaciones, el espacio X (S,) puede identificarse con L*(Q4) y la forma bilineal by, con
el producto interno standard.

Sea ahora II, : Wy (Q) — Wy (), el operador con rango en Vhe(ﬁ)7 definido por

ﬁhx = Phxh
3.37
{ bu(r — xp,yn) =0 Vyn € Vi(Qn). (3:37)

~

Con respecto a la norma | - |y ), la forma bilineal b, es continua sobre W (£2) y coerciva sobre Vi, (24) y

el operador P}, estd uniformememte acotado en h. Luego, el proyector II;, resulta acotado uniformemente
en h con respecto a la misma norma.

Observemos que Ay, (I, — I)z = 0 para todo z € Wy (). En efecto, a partir de la definicién del operador
Aha
ah(AhHhx,vh) = bh(th',’Uh) = bh([L'7Uh) = (Lh(Ah.’E, 'Uh) V’Uh S Vh(Qh)

Usando este resultado y argumentando como en la prueba del Lema 3.19, tendremos que, para todo

~

x € Wx(Q) y h suficientemente pequeftio,
|I|X(§) < |Hhx|X(§) +|(I— Hh)x|x(ﬁ) <C(2)|(z - Ah)$|x(§) Vz €7, v C p(Ap).

Como A} es un operador compacto, la desigualdad anterior es suficiente para afirmar que el operador

>~

resolvente de A, estard uniformemente acotado en la norma | - | x (@ Para todo x € Wy (). A partir de
aqui, podremos extender la definicién del proyector espectral correspondiente al operador Ay,.

Sea Ey, : W(Q) = V£(Q) definido por

1
E,, = W/sz (Anly, @ ) 4=

Obviamente, Ey, , asi definido, resulta acotado uniformemente en la norma | - | @)
Supongamos ahora que la siguiente condicién se satisface

P3: para todo = € EA(Q), [(A — Ah)x\x(ﬁ) < I/2h|93|X(§), con vop, — 0 para h — 0.

Los mismos argumentos utilizados en las pruebas del Lema 3.23 y del Teorema 3.26, nos permiten esta-
blecer las siguientes estimaciones (validas para h chico):

[(Ex —Ex)lg, @ lx@ < ClA = Alg, @lx@)»

J(EA(W(Q), Ex, (W(Q) < Cl(A = Alg, @) x@):

43



3.4 Problemas de autovalores en forma mixta

Los resultados obtenidos en las secciones anteriores pueden adaptarse facilmente para analizar las apro-
ximaciones no-conformes de muchos problemas de autovalores escritos en forma mixta. En esta seccién
mostraremos como se realiza esta adaptacion.

Comenzaremos definiendo un marco general en el cual plantear los problemas mixtos que vamos a analizar.
Recordaremos también las condiciones suficientes que garantizan la existencia y unicidad de sus soluciones.
Nos concentraremos primero en problemas tipo fuente ya que éstos nos permitirdan definir operadores
solucién adecuados para los problemas de autovalores a considerar.

Igual que en las secciones previas, asumiremos que 2 es un dominio abierto y acotado en R™"(n = 2 o 3),
en general, no convexo, con un borde I' := 9 Lipschitz-continuo.

Sean X (Q2), Y(2), V(Q) y Q(£2) espacios de Hilbert complejos equipados con las normas |- | x ), |- |y (),
Il [lv) ¥ I - lo), respectivamente. Asumiremos que V(€2) y Q(£2) son subespacios de X (Q2) e Y(Q) y
que las inclusiones V() — X(Q) y Q(2) — Y (Q) son continuas. Asumiremos también que las formas
sesquilineales a : V(Q) xV(Q) = C,b: V() xQ(Q) = C,c: X()xX(Q) =>Cyd:Y(QUYxY(Q)—=C

son continuas.
Consideremos el siguiente problema.

Dado el par (f,g) € X(Q) x Y(Q), encontrar (u,p) € V(Q) x Q(Q) solucidn de

a(u,v) +b(v,p) = e(f,v) Vv eV(Q)
{ b(u,q) = d(g,9) Vg€ Q(Q). (3.38)

La existencia y unicidad de la solucién del problema (3.38), como asi también su dependencia continua
con los datos, quedan garantizadas si se cumplen las siguientes condiciones sobre las formas bilineales a
y b (conocidas como condiciones de Babuska-Brezzi [56]):

- existe una constante S > 0 tal que

wf  sup VDL g (3.39)

1€Q() vev (o) IVIlvlldlow)

- existe una constante o > 0 tal que

Rea(v,v) > a||v|\%/(m Vv e K(Q), (3.40)
siendo K () el ntucleo del operador asociado con la forma sesquilineal b; definido por

K(Q) = {v EV(Q):b(v,q) =0, Vg € Q(Q)}.
Mas atn, vale la siguiente estimacién

lullve + Iplow < € (flx@ + ol )-

Para definir una discretizacién del problema (3.38) necesitamos primero construir aproximaciones poli-
gonales 0}, del dominio curvo Q. A continuacién asumiremos que los dominios discretos €2, satisfacen las
propiedades enunciadas en la seccién 3.1.

Debido a que, en general, 2, ¢ ), serd necesario definir una extensién de los datos f y g. Para ello,
introducimos el dominio 2 C R" el cual verifica Q:=0 uQ, C Q para todo h suficientemente chico.
Sobre € consideramos las extensiones f € X(Q) y § € Y(Q) deﬁmdas de modo que

flo =f, Il @ < Clflx@),
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dla=9,  ldly@ < Clalv@-

Sean V, () v Qn(2r) espacios de dimensién finita definidos sobre cada aproximacién poligonal €2, del
dominio © y equipados con las normas || - [|v, .) ¥ || - [lQn(Qn), Tespectivamente. Asumiremos en lo que
sigue que estos espacios discretos y sus normas satisfacen las siguientes propiedades:

Vv, = Ivilvi@) YV € V(Qn), (3.41)
ey = lnlleu@ V1€ Q(2n), (3.42)
(Vh(Qh), |- vy ) = (X(Qh),| : |X(Qh)> uniformemente en h, (3.43)
(@)1 luen) = (V@)1 lv(,)) uniformemente enh. (3.44)

Asumiremos también que las formas discretas ap, : Vi (Qp) X Vi (2n) = C, by 2 Vi(Q) X Qr(Q,) — C,
cp X () x X(Qp) = Cydy:Y(Qn) xY(Q) — C son uniformemente continuas.

Consideremos entonces la siguiente discretizacién del problema fuente (3.38):
Dado (f,9) € X(Q) x Y(Q), encontrar (up,pp) € Vi(Q) X Qn(Q), solucion de

{ an(up, vy) + bn(Vi,pn) = Ch(ﬂﬂh,vh) Vv, € Vi (Qn), (3.45)
br(un, qn) = dn(gla,.an) Yan € Qu(n).

Existen condiciones discretas, andlogas a las condiciones (3.39)-(3.40), que garantizan que la aproximacién
(up,pn) estard bien definida. Mds precisamente, el problema (3.45) tendrd solucién y serd unica si los
espacios Vi,(Qp,) v Qn(Q,) satisfacen las siguientes condiciones (ver [56] nuevamente):

- existe una constante B > 0, independiente de h, tal que

inf sup 150 (v, @) =B, >p (3.46)

0 €Q () vy evi(@n) IVallvi @ llanlln @n)

- existe una constante @ > 0, independiente de h, tal que

Reah(vh,vh) > allvh”%/h(()h) Vvy € Kh(Qh), (347)
donde el nicleo discreto Kp,(£2p) esté definido por
K () == {Vh € V() : ba(Vh,qn) =0 Vg € Qh(Qh)}-

Ademsds, la aproximacién (uy, pr) es estable; i.e., existe una constante C, independiente de h, tal que

lanllv, ) + IPnllQu @) <€ (|f|X<Q) + |9|Y(Q>)-

Siguiendo a Mercier-Osborn-Rappaz-Raviart [138], consideraremos dos tipos de problemas de autovalores
en forma mixta. El primer tipo corresponde a problemas de autovalores asociados con el sistema de
ecuaciones (3.38) cuando g = 0, razén por la cual también se los denomina problemas (£f,0). El segundo
tipo de problemas, o problemas (0, g), corresponde a problemas de autovalores asociados con el mismo
sistema de ecuaciones pero cuando f = 0.

En lo que sigue, asumiremos que las formas a, ¢, d y sus respectivas aproximaciones, ap, ¢, y dp, son
hermitianas.

45



3.4.1 Problemas del primer tipo o problemas (f,0)

Consideremos el siguiente problema de autovalores:

Encontrar p € C, (u,p) € V() x Q(Q), (u,p) # (0,0), tal que
{ a(u,v) +b(v,p) = pe(u,v) Vv e V(Q),

b(u,q) =0 Vg€ Q(Q). (3.48)

Introduciremos, ahora, al operador solucién. En este contexto, es conveniente definirlo por componentes.

Sean T:X(Q) — V(Q)

X —u,
S:X(Q) — Q)
X —=p,

donde (u,p) € V() x Q(£) es la solucién del siguiente problema fuente

{ a(Tx,v) + b(v,Sx) = ¢(x,v) Vv eV(Q),

b(Tx,q) =0 Vg€ Q(Q). (3.49)

Las condiciones (3.39)-(3.40) y la inclusién V(Q2) — X () nos permite asegurar que T es un operador
lineal y acotado sobre X (£2). Mds aun, tendremos

[ullvi) < Cxlx@)- (3.50)
El siguiente problema define la contrapartida discreta del problema mixto (3.48).
Encontrar pp, € C, (up,pp) € Va(Qr) X Qn(Q4), (un,pn) # (0,0), tal que

{ ap(ap, vi) + 0n(Va, o) = pnen(Un, vi) Vv € Vi (Qn), (3.51)
br(up,qn) =0 Van € Qn(Qn).

Los operadores solucién estaran definidos ahora por

Ty : X(Qh) — Vh(Qh)

X = Up,
Sp: X(Q) — Qn()
X = Ph,

donde (up,ppn) € Vi(Qh) x Qn(£2) es la solucién del problema

{ ah(Thx, Vh) =+ bh(Vh, ShX) = Ch(X, Vh) Vvy, € Vh(Qh), (3.52)
bn(Thx,qn) =0 Vgn € Qn(Qn).

Como consecuencia de las condiciones (3.46)-(3.47), sabemos que existe una constante C, independiente
de h, tal que
v < Clx|x@)

y, por lo tanto, el operador T}, resulta acotado uniformemente en h.

De acuerdo con [138], los pares autovector/autovalor asociados al problema (3.48) pueden caracterizarse
por las soluciones del siguiente problema:

Encontrar p € C, u € K(Q), u # 0, tal que

a(u,v) = pc(u,v) Vv e K(Q). (3.53)
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Para ser més especificos, (i, u) es un par propio correspondiente al problema (3.53) si, y solo si, (g, (u, p)),
con p = pSu, es un par propio correspondiente al problema (3.48).

De la misma manera, los pares autovector/autovalor asociados al problema (3.51) pueden caracterizarse
por las soluciones del siguiente problema:

Encontrar pp, € C, u, € Kp(Qn), up # 0, tal que
an(un, vr) = pncn(Un, vi)  Vvi € Kp(Qp). (3.54)

En este caso, tendremos que (up,uy) es un par propio correspondiente al problema (3.54) si, y solo si,
(s (@p,pr)), con pp, = ppSpuy, es un par propio correspondiente al problema (3.51).

Observacién 3.31 En general, K,() ¢ K(Q); incluso en el caso en que Q fuera un dominio poligonal
y los espacios discretos estuvieran incluidos en los respectivos espacios continuos. Por esta razén, los
métodos miztos son considerados como casos particulares de aproximaciones no-conformes [138, 42].

Observacion 3.32 El operador T|K(Q) resulta autoadjunto con respecto a la forma a; es consecuencia
directa de la condicion de hermiticidad impuesta sobre las formas sesquilineales. El mismo comentario es
vdlido para el operador Ty |k, («,)-

A partir de estas observaciones, es claro que, reemplazando simplemente las restricciones indicadas sobre
el espacio V/¢(£2) por restricciones sobre

~ o~

K5 (Q) := Pp(Kn () C Vi (),

la teoria desarrollada en las secciones previas puede aplicarse para analizar la convergencia de los pares
propios asociados a la componente T}, del operador (T}, Sy) hacia los pares propios de la componente T
del operador (T, S).

Observemos ademés que podemos modificar la definicién de la norma || - ||, de la siguiente manera
- Iviine, = VI, st Vie, € Kn(Qn),
- Vlna ~lvivie) st vie e K(9),
vl 2 vl @ stV e Ke@) = P(K(Q) C V(Q),
que resultan condiciones menos restrictivas sobre los espacios.

En cuanto a las estimaciones para acotar el error asociado con la aproximacién (Ap,uyp), estas pueden
obtenerse usando los mismos argumentos que los empleados en las secciones 3.3.3-3.3.4 e introduciendo
la siguiente (obvia) modificacién en la definicién del operador de proyeccién Ilj:

HhX = PhXh
3.55
{ ah(X—Xh,yh):O VthKh(Qh). ( )
3.4.2 Problemas del segundo tipo o problemas (0, g)
Consideremos el siguiente problema de autovalores:
Encontrar p € C, (u,p) € V(Q) x Q(Q), (u,p) # (0,0), tal que
{ a(u,v) +b(v,p) =0 Vv eV(Q), (3.56)
=b(u,n) = pd(p,n) Vne Q).

Introduzcamos las componentes del operador solucién correspondiente. Definimos

S:Y(Q) —V(Q)
Yy —u,
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T:Y(Q) — Q)
y =
siendo (u, ¢) € V(Q) x Q(€) la solucién del siguiente problema fuente

{ a(Sy,v) +b(v,Ty) =0 VYveV(Q),

—b(Sy,n) = d(y,m) Yn € Q). (3.57)

Las condiciones (3.39)-(3.40) nos permiten concluir que el operador definido por el par (S, T) es un
operador lineal y acotado sobre Y (€2). Mds atn, vale la siguiente estimacién

[ullv@) + l¢lloe) < Clyly@)- (3.58)

Pasemos ahora a considerar la aproximaciéon del problema (3.56) definida por los espacios Vi (Qp) y
Qr(£21). Consideremos entonces el siguiente problema de autovalores discreto:
Encontrar pp, € C, (p, pn) € Vu(Qn) X Qn(r), (un, ¢n) # (0,0), solucion de

{ an(un, Vi) + bp (Vi on) =0 Vvi, € Vi(Qn), (3.59)
—bn(un, ) = pndn(©n, ) Ynn € Qn(Qp).

La contrapartida discreta del operador (S, T) se define como sigue:

Sh : Y(Qh) — Vh(Qh)
Y > Up,

T, :Y(Q) — Qu(n)
Y = Ph,

donde (uyp,, @r) € Vi () x Qr(Q) es la solucién del siguiente problema fuente:

{ an(Sny, Vi) +on(vh, Try) =0 Vi € Vi (Qn), (3.60)
—bn(Sry,Mn) = dn(y,mn)  Vnn € Qu(Qn).

Las condiciones (3.46)-(3.47) nos permiten afirmar que los pares (Sy, T}) resultan operadores acotados
uniformemente en h.

Convergencia y estimaciones del error para el par solucién

Al igual que en el caso anterior, nuestro objetivo es analizar aproximaciones no-conformes del problema
(3.56) aplicando la teorfa desarrollada en las primeras secciones. Con esta idea de gufa, comenzamos
definiendo las siguientes formas sesquilineales:

A((u, 9), (v,n)) := a(u,v) +b(v, ) +b(u,n) Y (u,¢),(v,n) € V(Q) xQ(Q),
B((f,9),(v,n)) == —d(g,n) V(f,9),(v,n) € X(Q) x Y(Q).

Definamos también los espacios G(Q2) := V(Q) x Q(Q) y H(Q) := X(Q) x Y () equipados con las normas
producto:

(0, )2y = Il + lellf),
(£, 9) @) = If% @) + 1915 @)

A partir de la teoria cldsica de Babuska [26] - Brezzi [53], sabemos que si las condiciones (3.39)-(3.40)
se verifican, entonces la forma bilineal A resulta débilmente coerciva sobre G(2). Es decir, existe una
constante positiva ¢ tal que:
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|A((a, ), (v,n))]
|

sup > g”(“v@)“G(Q) V(u, 80) € G(Q)v
(v,in)€EG(Q) |(V77])”G(Q)

sup  [A((w, ), (v,n))| > 0 V(v,n) € G(Q)\{(0,0)}. (3.61)
(u,0)EG()

Consideremos entonces el siguiente problema de autovalores:

Encontrar p € C, (u,p) € G(Q), (u,p) # (0,0), tal que

A((w, ), (v,n) = pB((, ¢), (v,n)) V(v,n) € G(Q). (3.62)

El operador solucion correspondiente a este problema estara definido por:
v:HQ) — GQ)— H(Q)
(xy) = (u,9),

donde (u, ) € G(Q) es la solucién del siguiente problema fuente
A(¥(x,y), (v.n) = B((x,y), (v.n)) V(v,n) € G(Q). (3.63)

Las siguientes tres propiedades del operator ¥ son fundamentales.
- El operador ¥ es lineal, esta bien definido y acotado.

Como consecuencia de la propiedad (3.61), la continuidad de la forma bilineal d y la inclusién G(Q2) —
H(9), tendremos

wp ARG )1 Bl (vo)

wmea  Ivin)llew S vpea@  Ilvimlle@)
d

Lo el e vablve

S vmea@ lvimllaw) ™ S waea 1(vimllaw)

<C |(va)|H(Q)~

[T, 9)llee <

AN R

A partir de este resultado, obtendremos inmediatamente

W (x,9) @) < Cl(%9)]H0),
y, si (x,y) € G(Q), también serd vélida la siguiente acotacién

1% (x,9)lla@) < CIxlaw-

- Los pares propios del operador ¥ brindan informacién completa sobre las soluciones del problema
espectral (3.56), las cuales estdn asociadas con los pares propios del operador (S, T).

Sea ¥(x,y) = (u,¢) la solucién del problema (3.63). Entonces, se satisface

{ a(u,v) +b(v,0) =0 YveV(Q),
_b(u’ 77) = d(?/ﬂ?) Vﬁ € Q(Q)

Teniendo en cuenta que el problema (3.57) es un problema bien definido, concluimos que (u, ) = (Sy, Ty).
Reciprocamente, sea (Sy, Ty) la solucién del problema (3.57), entonces se satisface

a(Sy, v) + b(v, Ty) + b(Sy,n) = —d(y,n) V(v,n) € G(Q).
Luego, a partir de la definicién del problema (3.63), podemos concluir que (Sy, Ty) = ¥(x,y).

- El operador ¥|g(q) es autoadjunto con respecto a la forma A.
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Es una consecuencia directa de la condicién de hermiticidad impuesta sobre las formas sesquilineales.

Pasemos ahora a la discretizacién del problema espectral (3.62). Comenzaremos definiendo los espacios
H(Qp) =X (Qn) XY (Qr) y Gr(2) := Vi(241) X Qn(Q2) v equipando al espacio Gp(£2) con la siguiente
norma

1(an, o)1,y = 1l ) + 100115, @) Y(an,on) € Gr(Qn)-

Como consecuencia directa de las propiedades (3.41)-(3.44), tendremos
[(w@)llc@n = 10 @)lle, @ V(up) € G(Qn),
(Gh(Qh), II - HGh(Qh)> — (H(Qh), | - |H(Qh)) uniformemente en h.
Las versiones discretas de las formas bilineales A y B quedaran definidas por:

An((an, @n)s (Vasmn)) = an(@n, vr) + 0n(Vi, on) + ba(n,mn) Y (ns @n), (Viynn) € Gr(Q4),
Bu((£,9), (Vhymn)) == —dn(g,mm) YV (£,9), (Vi) € H(Q).

Aligual que en el caso continuo, si se verifican las condiciones (3.46)-(3.47), existira una constante positiva
¢, independiente de h, tal que

sup | An((un, on), (Va,mn))|
(Vhnn)EGH(Qm) ||(Vh777h)||Gh(Qh)

sup [Ar((an; on)s (Viymw))l > 0 V(va,mn) € Gr(Qs) \ {(0,0)}. (3.64)
(un,¢n)EGH(Qm)

> SlCan en)llcn@n  Y(un, en) € Ga(n),

Consideremos, entonces, el siguiente problema de autovalores:

Encontrar pp € C, (Un, pn) € Gr(Qn), (n,r) # (0,0), tal que

An((an, on), Vi, nn)) = pnBr((Un, ©n), (Vi h))  Y(Vi, 1) € Gr(Qn). (3.65)

La versién discreta del operador ¥ estara dada por

\I’h:H(Qh) — Gh(Qh)%H(Qh)
(x,9) = (an,¢n),

siendo (up, ¢n) € Gr(Qp) la solucién del siguiente problema:

Ap(h(x,9), (Vi 1n)) = Bu((%,9), (Vi,mn)) - Y(Vi,n) € Gr(Qn). (3.66)

Procediendo exactamente igual que en el caso continuo, tendremos
- W, es un operador lineal y acotado,
- Wu(x,y) = (Sny, Try) V(x,y) € H(Qp),
- Wila,(0,) es un operador autoadjunto con respecto a la forma Aj,.
En estas condiciones, es claro que podemos analizar la convergencia de los pares propios del operador

W, hacia los pares propios del operador ¥ aplicando la teoria desarrollada en las primeras secciones sin
modificaciones (simplemente, identificando la norma || - ||,q, con la norma || - [|q, @,))-

Para establecer estimaciones del error en las aproximaciones de los pares autovalor/autovector podemos
utilizar los desarrollos de las secciones 3.3.3-3.3.4. En este contexto, el operador de proyeccion II;, admite
la siguiente definicién:

Iy (x,m) = Pr(xn;nn)
{ A:((Xa 77) - (;h’zh)ah(vh’Th)) =0 V(Vh»Th) € Gh(Qh)~ (3'67)
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Observacion 3.33 El operador 11, puede ser construido por componentes. En efecto, escribamos

(Xn,mn) = (Hipx, apn),

y elijamos a Iy, = V(Qp) — Vi(Qp) como el operador de Fortin correspondiente al problema (3.60).
Entonces, tendremos
bn(x = Ihinx, 1) =0 Vi € Qn(Q).

Luego, para que (3.67) se verifique, el operador Ilay, : Q(2y) — Qr(Q) tendrd que satisfacer

ap(x —Thpx, vp) + bp(vi,n —Hapn) =0 Vv € Vi(Qp).

Estimaciones del error para la segunda variable del par solucién

Hasta aqui hemos mostrado como se puede analizar la convergencia de las soluciones del problema (3.59)
hacia las soluciones del problema (3.56) aplicando la teoria desarrollada en la seccién 3.3 a los operadores
¥ y W,. Usualmente, este procedimiento nos permite obtener estimaciones éptimas del error en la
aproximacién de los pares propios del operador ¥ medido en la norma discreta asociada con el espacio

~

producto G, (€2). Sin embargo, si analizdramos el error en la aproximacién de cada una de las componentes,
esta estimacién no resultard 6ptima en la mayoria de los casos. Esto se debe a la manera en la que las
variables (u, ) aparecen ligadas en las ecuaciones de error; particularidad que ya habia sido sefialada
por Falk-Osborn [103] en el contexto de los problemas fuente.

Nuestro proximo objetivo serd estimar el error en la approximaciéon de la componente ¢ en la norma
|- ly (@) por separado.

Dado A # 0, un autovalor aislado del operador ¥|¢(q) con multiplicidad finita m, sea A C C un disco
cerrado centrado en A tal que 0 ¢ Ay ANo(¥) = {A}. Asumiremos que ya hemos probado que el método
numérico definido por los espacios G (€2;,) produce aproximaciones que convergen correctamente usando
la teoria abstracta presentada en la seccion 3.3. Entonces, podremos asegurar que, para h suficientemente
chico, existen m autovalores de Wy, A1p, Aap, -+, Amp, contenidos en A, y que ilzli% Ain = Aparai=1,---,m.

Consideremos al operador T : Y (Q2) — Q(Q2) — Y (Q), definido por las ecuaciones (3.57). Es claro que:

- es lineal y acotado en Y (2),

- para cualquier z € A, R,(T) = (2 — T)"! € L(Y(2)),

- o(T) =o(WP).
El operador T serd aproximado por los operadores T}, : Y(21,) = Qn(Qn) < Y (Q4), definidos por las
ecuaciones (3.60). Como en el caso continuo, es claro que:

- es lineal y acotado en Y (€3), uniformemente en h,

- o(Tp) = o(Pp).

A continuacién utilizaremos nuevamente la teoria desarrollada en las primeras secciones para estimar el
orden con el que convergen las autofunciones del operador T}, hacia las autofunciones del operador T.

Razonando como en la seccién 3.2, definimos

* una norma discreta compatible

- (o), = [(we)lla, @y st (w,9)la, € Gr(Qh),
- (w,0)llne = (u,@)llaw st (u,e)la € GQ),
- H(ua (P)Hh =~ ||<u7¢)HG(§) Si (ua(p) € G(Q>7
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los operadores de extension continuos

- Pi= (P, Py) : G(Q) = G(), (u,¢) = (u®,¢),
( ,(P |Q = u (P)
- (% 9) g < Ol e9)ln < Cll(u, @) llae)

los operadores de extensién discretos
- Pj, = (P, Pon) : Gi(Qn) = H(Q), (wp, 0n) — (uf, ¢5)
- (uiv@iﬂﬂh = (up, @n),
1 5 gy < C N5 el < € lluns en)lley @)

los espacios extendidos R R
Q) =P2(Q() C Q) _
Q) =P (Qn(l)) CY(Q)
Z() =(Q°+ Q) ()

la extensién del operador T

Y(Q) — Q) C Z(Q) = Y(Q)
x = ¢ =PyoT(x|q),

la extension del operador T,

Ap:Y(Q) = Q5Q) CZ(Q) = Y(Q)
x = pp = Pap o Ty(x|q,),

*

las restricciones Y := T[g(q), A == Al g, ¥ An = Anlge @)
h

El paso siguiente serfa probar que el operador z — A : Z(€) — Z(Q) define una aplicacién con inversa
acotada en la norma |- |Y(§), uniformemente en h. Para obtener este resultado, seguimos exactamente los
argumentos planteados en el Lema 3.3, reemplazando

- la norma || - || por la norma | - |Y(§),
- el espacio W () por el espacio Z(ﬁ),

- el operador de extensiéon P por la componente P, de este operador .

El siguiente lema implica que el operador resolvente (2 — A;)~! es un operador continuo, bien definido
para todo z € A y que estd acotado en la norma | - |Y(§), uniformemente en h.

Lema 3.34 Sea z € OA. Existen constantes positivas C y hg, que dependen solamente de Q y |z|, tales
que ~

(=~ Aely @ = Clely@ Ve € @), Vh < ho.
Prueba. Sea (u, ) € G;(ﬁ) Usando la desigualdad triangular, tendremos

(2 — Ah)‘P|y(§) > (2 — A)‘P|y(§) —[(A - Ah)90|y(§)~

Debido a que z — A admite inversa acotada como operador de Y (€) a Y (), existe una constante positiva
C, que depende solo de |z| y de €, tal que

|(Z - A)@|y(§) >C “P|y(§)-
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Por otro lado, a partir de la definicién de la norma discreta || - || y teniendo en cuenta la inclusién

~ ~

Z(Q) — Y (), es inmediato que
1P o ® — o @) (u,0)ln = (A — Anely@ = Cil(A — An)ely ).

siendo C; una constante positiva independente de h. Ahora, la propiedad P2 6 implica que, para h
suficientemente chico, podemos establecer

||(P oW — Ph o \Ilh)(uv @)Hh = ||(P o (S7T) - Ph o (Sh7 T}L))QOHh < th@HZ(ﬁy

con &, — 0 a medida que h — 0. Entonces,

&n
_‘(A - Ah)@|y(§) > _a ”90”2(@)'
Combinando todas estas desigualdades, tendremos

T

(2= An)ely @ = (C a1 lely@y

Nelv@):

Finalmente, observemos que, debido a la inclusién Z(Q) < Y (), el nimero
1 llellz@
a=—-—"
Ch |80|y(§)

es, en realidad, una constante positiva independiente de ¢ y h. Luego, para h suficientemente pequeno,
podremos escribir &, < C/2; expresién que nos permite concluir la prueba. O

Definimos entonces el proyector espectral E,: Y(ﬁ) — Y(SA)), asociado con el operador A relativo a A,

-~ 1
E,=— R.(A)d
A 27TZ A ()Z

y, para h suficientemente chico, el proyector espectral E)\h : Qi(ﬁ) — Qi(ﬁ), asociado con el operador
Ay, relativo a los autovalores A1y, Aon, -+ 5 Amh,

. 1
By, = — [ R.(Ay)dz
M= omi Jon (An)dz

A continuacién asumiremos que

- la forma bilineal dj, es uniformemente coerciva con respecto a la norma | - [y (q,) sobre el espacio

Qn(m),

- el dominio de definicién de la forma d;, puede extenderse al espacio Z (Q) de manera tal que resulte
uniformemente continua sobre el espacio suma,

- el operador de extension Pap, : Qr (1) — Y (Qp) — Y(ﬁ), estd uniformemente acotado en la norma
|- |y(§)'

Sea ahora I, : Z(Q) — Z() el operador, con rango en Qi(ﬁ), definido por

T, = Ponnp
3.68
{ dn(n = nn,mh) =0 V7 € Qn(Qp). (3.68)

SEn este contexto, la propiedad P2 adopta la siguiente forma: lm [[(P o ¥ — Py 0 ¥p,)| . ) ln = 0.
h—0 h
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Como, por hipétesis, la forma bilineal dj, es continua sobre Z(2) y coerciva sobre @ (£2;) y el operador
Py, estd acotado en la norma | - \Y@), todo uniformemente en h, el proyector Il resulta acotado,
uniformemente en h, con respecto a la misma norma.

Sea By, := A,Il, : Z(Q) — Q°(Q). Entonces, o(Bj,) = o(Ay) y, para cualquier autovalor distinto de
cero, los subespacios invariantes correspondientes coinciden. Sea Fy, el proyector espectral asociado con
el operador By, relativo a los autovalores A1y, Aop, -+, Amp. Argumentando como en el Lema 3.19, puede
probarse que existen constantes positivas, hg y C, tales que, para todo z € 0D

sup |R2(Bh)n|y(§) <C Vh<h.
neZ(Q)
Mly(ﬁ):l

Por lo tanto, si h es suficientemente chico, los proyectores Fy, son operadores acotados, uniformemente
en h, con respecto a la norma | - |Y(§).

Asumiremos que la siguiente propiedad se satisface:

P6: para cada autovalor ¢ € Ey(Z(Q)), |(A — Ah)<p|y(§) < n5h|gp\y(ﬁ), con 75, — 0 para h — 0.

Definimos
§h = sup inf N |80 - 77h|y(§) + |(A - Ah)‘ﬂ|y(ﬁ) .
©EEA(Z(8)) \hEQS (D)
@|y(ﬁ):1

A partir de la propiedad P17, la definicién de la norma discreta || - ||, la inclusién continua Z(ﬁ) — Y(ﬁ)
y la propiedad P6, tendremos que 95, — 0 a medida que h — 0.

Lema 3.35 FEuxiste una constante C, estrictamente positiva, tal que
I(X— Hh)|ﬁx(z@))\y(ﬁ) < Con.
Prueba. Sea n € EA(Z(Q)), con |77|Y(§) = 1, y consideremos un elemento arbitrario 75, en el espacio

Qr (). A partir de la definicién de la proyeccién IIj, sabemos que existe un tnico elemento 7, € Qr(2,)

~

tal que IIpn = Popny. Luego, podemos escribir
|X=)nly @) < 11— PanTalyg) + Pan(h — )y @) (3.69)

Como Py, es un operador acotado en Qp(Q,) v la forma dj, es coerciva sobre Q(€2;,), ambas propiedades
valiendo uniformemente en h, tendremos

Pon(mh = 1mn)l3 @) < Cdn(mn — s T — mn) = Cdi(7n — 1y 70— 1),

donde hemos usado la definicién de ﬁh para establecer la tdltima igualdad. Ahora, teniendo en cuenta
que dj, es uniformemente continua sobre (Q + Qp)(€), obtendremos

Pon(mh =)y <C__If n—mily@, <C f |-l q)

ThEQR(Q2n) TEEQS (Q)

Finalizamos la prueba, combinando esta estimacién con (3.69). O

Lema 3.36 Fuxisten constantes positivas, hg y C, tales que, si h < hg, entonces

[(Ex—Fx)lg, z@)yly@ < ClIAA=Bilg, z@)lv@ < Con

"En este contexto, la propiedad P1 adopta la siguiente forma: para (u,p) € EX(Ge(ﬁ)), existe (up, pp) € G‘fl(ﬁ) tal
que [|(0, ) — (un; on)lln < mnll(a,@)lln; con nip — 0 para h — 0.
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Prueba. Es esencialmente idéntica a las pruebas de los Lemas 3.23 y 3.25, reemplazando a las normas
I+l ¥ Il - lne por la norma | - |y . O

Teorema 3.37 Existen constantes estrictamente positivas, C' y hg, tales que, si h < hg, entonces
S(Ex(Z(9)),Fx, (Z2(2))) < Con,
donde el gap entre los subespacios se evalia en la norma | - |Y(§).

Prueba. Es esencialmente idéntica a la prueba del Teorema 3.26, reemplazando la norma || - ||;, por

|- |Y(§)' =

3.5 Problemas de autovalores no simétricos
Indicaremos como extender la teoria desarrollada de manera que también pueda aplicarse en el analisis
espectral de problemas cuya formulacion variacional involucra formas bilineales no simétricas.

De lo expuesto en las secciones previas, es claro que la falta de simetria de las formas bilineales no
afectard los resultados sobre la convergencia (libre de soluciones espurias) de todos aquellos métodos de
aproximacion que verifiquen las propiedades P1-P2.

En cambio, las estimaciones del orden con el que convergen los pares autovalor/autofuncién aproximados
fueron obtenidas bajo la hipétesis

- las formas sesquilineales a(-,-) y b(-,-) son hermitianas simétricas,

la cual fue introducida en la seccién 3.3.3, y que, por supuesto, ya no serd valida.

A continuacién revisaremos la teoria desarrollada en las secciones 3.1-3.4 mostrando las modificaciones
que se necesitan hacer para obtener la extensién buscada.

3.5.1 El problema de autovalores dual

La idea central, en el andlisis que sigue, es la de asociar un problema de autovalores dual con el problema
de autovalores no simétrico original (3.1).

Sea V(€) un espacio de Hilbert complejo, con producto interno (-,-)y (o) y norma || - ||y (o). Supongamos
que a : V(Q) x V(2) — C sea una forma sesquilinear continua. Gracias al Teorema de Riesz, existe la
posibilidad de asociar con la forma a un mapeo lineal y continuo A : V() — V() definido por

a(u,v) = (Au,v)y (o) Yu,v € V(Q).

Si asumimos que la forma a es V(Q)-eliptica, el Teorema de Lax-Milgram nos permitird asegurar que A
es un isomorfismo de V() sobre V(€2). El mapeo adjunto A* : V() — V(£2) serd un mapeo lineal y
acotado que verifica

a(u,v) = (u, A")y () Yu,v € V(Q).

Ademas, A* es un isomorfismo si, y solo si, A es un isomorfismo.

Sea X () un espacio de Hilbert complejo, con producto interno (-, ) x(q) y norma | - | x(q). Asumiremos
que V() C X(92) y que la inclusién es continua. Supongamos que b : X(Q) x X(Q) — C sea una forma
sesquilineal continua.

Consideremos los siguientes operadores lineales

T:X(Q) — V(Q) —X(Q)
r = u,

con u € V() solucién del siguiente problema variacional

a(u,y) = blz,y) VyeV(Q), (3.70)
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T,: X(Q) — V(Q) < X(Q)
T Us,

con u, € V() solucién del siguiente problema variacional
a(y,us) =b(y,x) YyeV(Q). (3.71)

A partir de las definiciones anteriores, es inmediato que
- a(u, Tyv) = a(Tu,v) Yu,v € V(Q),
- T, = (A*)"! o T* 0 A*, siendo T* el operador V(Q)-adjunto de T considerado como un operador
lineal y continuo sobre V().
Como consecuencia de los resultados anteriores, tendremos que
- ITullzev i)y < Az @ 1Tl v @) A | 2v @)
- o(T.) = o(T"),
- (A, u) es un par propio de T, si, y solo si, (%, u) es solucién del siguiente problema de autovalores

Encontrar p, € C, u, € V(Q), u. # 0, tal que
a(v,uy) = e b(v,uy) Yo € V(Q). (3.72)

3.5.2 Discretizacion de los problemas

Considerando simultdneamente las versiones discretas del problema original (3.1) y del problema dual
asociado (3.72), es posible obtener estimaciones a priori del error en la aproximacién de los autovalores
y las autofunciones. Como veremos mas adelante, las estimaciones que hallaremos pueden considerarse
como generalizaciones de los resultados presentados en [138] y [150].

Sea ), una aproximacién poligonal del dominio © construida siguiendo todos los criterios introducidos en
la seccién 3.1. Asociada con la familia de dominios {Qp, }o<n<1, seleccionaremos una familia de espacios
de dimensién finita {V4(Q24)}o<h<1. Asumiremos que cada espacio Vi, (€2p,) estd equipado con la norma
Il - Ivi.(,) ¥ que se satisfacen las siguientes condiciones

lollviny = lvllvie, Yo eVi(Qn), (3.73)
(Vh(Qh), Il - ||V}L(Qh)) — (X(Qh),| : |X(Qh)) uniformemente en h. (3.74)

Sean ap, : Vi (1) X Vi (Qp) = Cy by : X(2r) x X(2r) — C las formas sesquilineales obtenidas mediante
la discretizacién de las formas continuas a y b, respectivamente. Asumiremos que las formas a; y by
verifican todas las propiedades enunciadas en la seccion 3.1.

Introducimos los siguientes operadores acotados; andlogos discretos de los operadores T y T,

Th : X(Qh) — Vh(Qh) — Xh(Qh)
T > Up,

con up, € V(1) solucion del siguiente problema variacional

an(un,y) = bu(z,y) Yy € Va(Qn), (3.75)

T*h:X(Qh) — Vh(Qh)‘—)X(Qh)
T > Uxp,

con uyp, € Vi, (Qy) solucién del siguiente problema variacional

an(y, usn) = bn(y, ) Yy € V(). (3.76)
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3.5.3 Estimaciones del error

Para poder continuar con el andlisis, necesitaremos incorporar todos los problemas planteados (problemas
(3.1), (3.72) y sus versiones discretas) dentro de un tinico marco tedrico. Para ello, serd necesario introducir
operadores que estén asociados con estos problemas de autovalores y definidos sobre un mismo espacio
funcional. Esta tarea no es trivial ya que, en general, Qp, ¢ €.

Siguiendo los argumentos introducidos en la seccién 3.2, definiremos
- un dominio unién Q := QU Qn,
- una norma discreta || - ||;, para funciones con dominio Q,
- un operador de extensién para las funciones del continuo; P : V(Q) — V(Q),
- operadores de extensién para las funciones discretas; Py : V3, (Q),) = X ((AZ),
- espacios funcionales (convenientemente) extendidos
Ve(Q) := P(V(Q)) c V(Q),
Vie(@) = Py(Va() € X (),

W(Q) := (Ve + V)(Q).

Asumiremos, ademés, que se satisfacen todas las propiedades enunciadas en la seccién 3.2 para la norma

| - |ln v para los operadores P y Pj,. Entonces, equipando al espacio suma W(Q) con la norma | - |5,
tendremos

ol = oy Yoe V@), (3.77)

(W(ﬁ), Il - Hh> — (X(ﬁ),| . |X(§)> uniformemente en h. (3.78)

Sean A y Aj los operadores, lineales y acotados, definidos por

A:X(Q) = VD) c W) = X(Q)
x —u®=PoT(z|g),

AL X(Q) = VEQ) cW(Q) = X(Q)
T ’U,i =Pjo Th(al‘lgh).

Sea A\ un autovalor aislado de A := A|W(§)7 distinto de cero, con multiplicidad algebraica igual a m. Sea
~ un circulo en el plano complejo, centrado en A y contenido en p(A), de manera tal que no incluya en
su interior a ningun otro punto perteneciente a o(A).

Sean A1y, - -+, Agn, los autovalores de Ay := Ayl @ contenidos en el interior de v (repetidos de acuerdo
h

con sus respectidas multiplicidades). Supongamos que se satisfacen las propiedades P1 y P2 enunciadas
en la seccién 3.3.1. Entonces, si h es suficientemente chico, ¢ = m y ademas

lim \jy =\ para i=1,---,m.
h—0

Sean A, y A, los operadores, lineales y acotados, definidos por

A, X(Q) —VeQ) cW(Q) = X(Q)
r = ul =PoT.(z|g),
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A X(Q) = VEQ) c W(Q) = X(Q)
T uih =Po T*h<.’L'|Qh).

De lo expuesto anteriormente (seccién 3.5.1), sabemos que A serd un autovalor aislado de A, := A, |W(§)
con multiplicidad algebraica igual a m. Sea 7 el circulo conjugado del circulo vy (positivamente orientado).
Entonces, si h es suficientemente chico, el interior de 7 contendré a \ y al conjunto de puntos Aip, -+, Amh-
Sabemos, también, que los autovalores de A,y = Ayp ) encerrados por la curva 7 seran, precisamente,

Vi (
Xihy s Amh . Luego, podremos definir los proyectores espectrales asociados con A (relativo a A) y con
A,y (relativo a Aqp, - - -, App) por las expresiones

1 1
Ex:=— / R.(AL)dz y E5, : [RZ(A*h)dz,
¥

27 )5 " 2mi

respectivamente. Es inmediato que

- a(Exzla,y) = a(z,Ezyle) Vr,y € V(Q),

- ap(Ex, zlo,,y) = an(z,E 5, ylo,) Vz,y € Vi(Qh).
Asumiremos que las siguientes propiedades se satisfacen:

P1,: paraz € E*X(W(ﬁ)), existe xp, € Vhe(f\l) tal que || — zplln < msnll|ln, con ni — 0 para
h — 0,

P2.: lim 1(As = Asi)lye @y lln = 0.

Consideremos ahora el subespacio de W((AZ) definido por
Wx(Q) := Ex(W(Q)) + Vi ().

Supondremos que la norma || - |, introducida en la seccién 3.3.3 para elementos de Wy (€2), también est4
definida en W(Q) y se verfica

~

- Nyl <yl Yy € Wx(),

Nyl <CO llyln Yy € E5(W(Q)).

En este contexto, asumiremos que la forma a; serd uniformemente continua en Wy (€Q) x W5(£2) con
respecto a la norma || - ||«; es decir,

~ o~

lan (vl wl,)l < C vl lwllv, < Cllolldlwlls v e W), w € Wr(Q).
Asumiremos también que las formas a y aj verifican las propiedades (3.15)-(3.17), enunciadas en la
seccion 3.3.3.
Sea Iy, : WX(Q) — Wx(ﬁ) la proyeccién, con rango V¢ ((AZ), definida por

IWny =Pryn
3.79
{ an(zh,y —yn) =0 Vay, € Vu(). (3.79)

Procediendo como en la seccién 3.3.3, se puede probar facilmente que ||IL.,| . estd acotada uniformemente
en h. Definamos entonces el operador

~ ~ ~

B., = Al Wx(Q) — Vhe(Q) C Wx(ﬂ)

Procediendo, nuevamente, como en la secciéon 3.3.3, se puede asegurar que

84y, es una forma sesquilineal definida en un espacio de dimensién finita con producto interno.
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- || Bsn]|«n estd acotada uniformemente en h,
- A,j y B,y coinciden sobre V,f(ﬁ),
o(Asn) = o(Bun),

para cualquier autovalor asociado, distinto de cero, los correspondientes subespacios invariantes
coinciden.

Notemos que el operador B,y es el operador adjunto de By, con respecto de la forma aj. En efecto,

para cualesquiera x € Wx(Q) e y € Wy(Q), sean x;, e yj, las soluciones de los problemas (3.18) y (3.79),
respectivamente; entonces

an(Brzla,,y) = an(Anllyz|a,,y) = an(Thrn,y) = an(Then, W yla,) = an(Then, yn) = bn(zh, yn)

y, de manera analoga,

an(z,Byinyla,) = an(@, Aupllin yla,) = an(x, Ten yn) = an(Tpz|o, , Ten yn) = an(@n, Tin yn) = bu(Th, yn)-

A partir de este resultado, es inmediato que (Z — B,j,) ™! es el adjunto de (2 — Bj,)~! con respecto a la
forma ay. Luego, de acuerdo con el Lemma 3.19, existitan constantes C' y hg tales que

||(E_ B*h>_1H*h S C Vh S h0~

Sea, entonces, F*Xh : WX(Q) — WX(Q) el proyector espectral asociado con B,y relativo a Ain, - - -, Admh;

definido por
1

F*Xh = Qm/YRZ(B*h) dZ

Observemos que

- como B,y es el adjunto de By, con respecto a la forma ayj, entonces F*Xh serd el adjunto de F,
con respecta a ap,

- como R, (B.y,) estd acotado para todo z € 7 en la norma [| - ||, uniformemente en h, F 5, resultard
S
acotado uniformemente en h en la misma norma,

~

- F 5, (Wx) coincide con el espacio propio E, 5, (V;7(§2)) del operador A, asociado con los autovalores

>\1h7 T )\mhn
Asumiremos que las siguientes propiedades se satisfacen:

~

P3.: parax € E*X(W(ﬁ)), existe zj, € V,£(Q) tal que ||z — zp|l« < n2snllz||n, con na., — 0 para
h — 0,

P4,.: para todo z € E*X(W(ﬁ)), (AL — Asp)x|l« < n3enllx]|n, con Nz«p — 0 para h — 0.

P5,: para todo x € E5(W(Q)), [[z|lna\e, + [[Zlhane + [[Zlone < nanllzlln, con napn — 0
para h — 0.

Entonces las siguientes cantidades tenderan a cero a medida que h tienda a cero.

Yien = sup mf |y — xall,
YEE 5 (W (D)) zn €V ()
lylln=1
o = s (e, + [ylone).
Ve, 5 (W())
lylln=1
Yan = [[(As — A*h)|E*X(W(§))||h*’

O«h ‘= Yixh T V2xh + V3xh-

A partir de las definiciones anteriores y utilizando las propiedades enunciadas, podemos seguir los mismos
argumentos que los usados en las pruebas de los Lemas 3.21-3.25 (con modificaciones obvias) para obtener
los siguientes resultados.
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Lema 3.38 FEuxisten constantes Cy, Co, C3, Cy, estrictamente positivas, tales que

||(I - H*h>|E*X(W(§)) ||h* < CVl Vixhs

||(E*X F*Xh)‘EJ(W(ﬁ))Hh* <O ||(A* - B*h)|EJ(W(§))||h*’
||(E*X F*Xh)‘E,J(W(ﬁ))”h <Cs ||(A* - B*h)|EJ(W(Q))Hh*¢
||(A—>k - B*h)|E*X(W(SA2)) ||h* < C4 (71*}1, + ')/3*h)-

La prueba del siguiente resultado es idéntica a la prueba del Teorema 3.26.

Teorema 3.39 Existe una constante C, estrictamente positiva, tal que
S(BA(W (D), Fa, (Wa(Q)) < C on.

Consideremos ahora los operadores A y Bj, introducidos en la seccién 3.3.4. Con modificaciones obvias,

la prueba del siguiente resultado usa los mismos argumentos que los utilizados para probar el Teorema
3.28.

Teorema 3.40 FEuxisten constantes C y hg, estrictamente positivas, tales que, para h < hg,
|A = Bp|ln < C(0n0sn + My + M.y + Np),

siendo My, My, y Ny, términos de consistencia definidos por:

My = sup sup |an(Az, Ipy —y) — ba(z, Wy — y)|,
z€E\(W(Q)) yeE, x(W(Q))
llzlln=1 llylln=1
M., =  sup sup  |ap(Ilpz — 2, Ayy) — bp(Ilpz — 2,y)],
T€E)\ (W (Q)) yeE x(W(Q))
lzlln=1 llylln=1
Ny=  sup sup  |an(Az,y) — ba(z,y)|.
z€EN(W(Q)) yeE x(W(Q))
llzlln=1 lylln=1

Los argumentos utilizados en la prueba del Teorema 3.29, nos conducen ahora al siguiente resultado.

Teorema 3.41 Sea [ el ascendente de A — T; 1 < I < m. Sea X la media aritmética del conjunto
Alhs ' Amh, autovalores de Ty, que convergen a A cuando h — 0. Exiten constantes, hg y C, estrictamente
positivas, tales que, para h < hy,

Z) ‘/\ :\\h‘ < O(Qh@*h + My, + M,y + Nh)7

) 1 1 Em 1 <C( 0 + My, + My + N )

14 OnOxh g ’
A m Aih he " ! "

i=1

i) mdx A=Ay < C (0n0wn + My, + My, + Ny)YL.

Observacion 3.42 Supongamos que el problema de valores propios estuviera planteado en un dominio
poligonal (entonces serian ~yap = 0, youp, = 0). Si

- el método de aproximacion fuera conforme (implicaria A, = LA, A, = I, AL ), se obtendrian
las estimaciones de Declouz-Nassif-Rappaz [95],

- el método de aproximacion fuera no-conforme y su aplicacion no modificara las formas bilineales,
se obtendria el resultado de Rodriguez-Solomin [150].
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cAapriTUuLO 4

Aplicaciones

4.1 Dominios poligonales y espacios discretos no-conformes

Supongamos que queremos estudiar las aproximaciones no-conformes de un problema espectral planteado
sobre un dominio poligonal.

En esta situacién, evidentemente, la aproximacién poligonal del dominio coincidira con el dominio mismo,
i.e., Qp = Q. Luego, tendremos que

los operadores de extensién P y Py, se reducen a la identidad sobre V(Q) y V,,(£2), respectivamente,
- el espacio suma se simplifica a W(Q2) = (V + V3)(),
- las condiciones sobre la norma discreta y los espacios de funciones se reducen a

ol = vllve) YoveV(Q), (4.1)
(W(Q), Il - Hh) — (X(Q),| . |X(Q)) uniformemente en h, (4.2)

- las condiciones sobre las formas bilineales continuas y discretas se simplifican a

ap(u,v) = a(u,v) Yu,veV(Q), (4.3)
br(u,v) = blu,v) Yu,v e V(Q). (4.4)

Para demostrar que el método de aproximacién provee soluciones que convergen correctamente a las
soluciones verdaderas, es suficiente que se satisfagan las propiedades P1 y P2. En este contexto, estas
propiedades se leen de la siguiente manera

- P1: paraz € Ey(V(Q)), existe x5, € V3,(Q) tal que ||z — zp||n < mnllz||n, con mp — 0 para h — 0,
-P2: I T-T =0.
Lim [|( Wil
Las estimaciones del error en las aproximaciones se obtienen probando las propiedades P3 y P4 (la
propiedad P5 se satisface trivialmente), que escribiremos
- P3 para xz € E)\(V(Q)), existe xp, € V,(Q) tal que ||z — x|« < norllz||n, con 1o, — 0 para h — 0,

- P4: para todo x € Ex(W(Q)), [|(T — Th)z|l« < nsnllz|n, con n3, — 0 para h — 0,
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y estimando las cantidades g, M}y v Np, las cuales se simplifican a

on = [(T-T, he +  sup mf |y —xp||.,
H( ”EA(W(Q))H y€EL (W(Q)) thVh,(SZ)” H
lylln=1
My = sup sup |an(Az, py) — b (2, Hpy)l,
z€EX (W (Q)) yeEA (W (2))
lz|ln=1 lylln=1
N, = 0.

4.1.1 El problema de autovalores de Steklov

El problema de autovalores de Steklov, en el cual el autovalor aparece en la condicién de borde, surge
en numerosas aplicaciones. Mencionaremos aqui algunos ejemplos: estudio de las ondas de superficie [32],
determinacién de los modos de vibracién de una estructura en contacto con un fluido incompresible
[39], andlisis de la estabilidad de osciladores mecédnicos inmersos en medios viscosos [79] y estudio de la
dindmica de liquidos contenidos en recipientes con movimiento [62], conocido como the sloshing problem.

Varios esquemas numeéricos conformes, basados en el método de los elementos finitos o en el método
de los elementos de borde, han sido utilizados para aproximar este problema. Entre los muchos y muy
interesantes trabajos publicados en las dltimas décadas, citaremos aqui a Bramble-Osborn [48], Andreev-
Todorov [10], Li-Yang [134] y Tang-Guan-Han [163].

Los estudios sobre aproximaciones no-conformes, en cambio, comenzaron a publicarse recien en el ano
2009. Los primeros trabajos (aparecieron simultdneamente) se deben a Yang-Li-Li [176] y Alonso-Dello
Russo [4].

Planteo del problema y descripciéon del espectro continuo
Asumiremos que Q C R? es un dominio simplemente conexo con borde poligonal I" := 9.

Denotaremos por (-, -) al producto escalar en L(2) y por |- [|o a la norma en L?(Q2). Usaremos la notacién
standard para los espacios de Sobolev H*({2) de orden s > 0, con las normas || - ||s y seminormas | - |,
usuales.

Consideremos el siguiente problema de autovalores:

Encontrar p € R, u # 0 tal que

{ —div(aVu)+pfu =0 enQ, (4.5)

aVu-n = pu sobre

donde n indica el vector unitario normal a I' orientado positivamente; i.e., hacia el exterior de 2. Asumi-
remos que los CoeﬁcierEes a = az) y 8 = B(x) se encuentran acotados por constantes positivas y que,
en particular, o € C*(Q).

Multiplicando por v € H'(Q) a las ecuaciones en (4.5) e integrando por partes, obtenemos la siguiente
formulacién variacional del problema:
Encontrar p € R, u € HY(Q), u # 0, tal que
/onu-Vv—i—/ﬁuv:u/uv Yo e HY(Q). (4.6)
Q Q r

Sean a* y b* las formas bilineales (simétricas) definidas por

a”(u,v) :z/onu-Vv—l—/ﬂuv Yu,v € H(Q),
Q Q
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b* (u,v) ::/uv Vu,v € H'(Q).
r

Dado que « v 3 se asumen acotadas positivamente en 2, tendremos que a* es continua y coerciva sobre
H'(€). Luego, a partir de la teorfa clasica para problemas elipticos [9, 29], podemos inferir que el problema
(4.6) tiene un conjunto infinito numerable de autovalores, todos positivos y de multiplicidad finita, sin
puntos de acumulacion finitos. Escribiremos

0<pr Spp < - <py- = +o0,

donde cada autovalor aparece tantas veces como lo indique su multiplicidad. édemés, las autofunciones
correspondientes {u;}52, son L?(T)-ortogonales y proveen una base para L*(f).

Consideremos los siguientes espacios de funciones:
X := L*(Q) x L*(I),
Vo= {(u,€) € H'(Q) x H/*(T") : € = u|r},

equipados con las siguientes normas

|(w, ) = [[ullg + lI€]I3.r

1, N7 = [lullf + [1E]15 p-
Definimos las formas bilineales (simétricas) a y b por

a((u,§), (v,n)) := a*(u,v) +b°(§,m) Y (v,),(v,m) €V,
b((u, &), (v, m) :==0"(&m) V¥ (u,§), (v,n) € X.

Es claro que a es continua y coerciva sobre V' y que b es continua sobre X.

Consideremos entonces el siguiente problema espectral:

Encontrar p € R, (u,§) € V, u#0, tal que

a((u,8), (v,;n)) = (1 + p) b((w, §), (v,n)) V(v,n) € V. (4.7)

Notemos que los problemas variacionales (4.6) y (4.7) son equivalentes al problema (4.5). En efecto, cual-
quier solucién de (4.5) satisface a las ecuaciones (4.6) y (4.7). Reciprocamente, testeando estas ecuaciones
con funciones adecuadas y suficientemente suaves, es facil probar que cualquier solucién de (4.6) o (4.7)
es también solucién de (4.5).

Definimos ahora el siguiente operador lineal:

T: X —-V—X
(f,m) = (w9,

siendo (u, £) la solucién del siguiente problema variacional

a((u,€), (y,¢)) = b((f,7), (4,€)) V(. () e V. (4.8)

Aplicando el Teorema de Lax-Milgram, tendremos

[[(w, O < CI(f, 7).

Luego, T es un operador acotado. Ademds, como a y b son simétricas, T es autoadjunto con respecto a

la forma bilineal a. Més aun, (u, (u,£)) es una solucién del problema (4.7) si, y solo si, (ﬁ, (u, f)) es

un par propio de T.

El siguiente lema establece estimaciones a priori para las soluciones del problema (4.8) dependiendo de
la regularidad de los datos.
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Lema 4.1 Sea (u,&) una solucién del problema (4.8). Existen constantes, r € (1/2,1] y C > 0, tales que

» siT e LX), uc H/2(Q), y
[ellir/2 < CliTllor, (4.9)

» siT e HYT), conec (0,r—1/2), u e H3?*T<(Q), y

[ullz/are < Cli

6,F7 (410)

= siT€ HY2(T), uc H'(Q), y
[ull1+r < Cli7ll1/2,r (4.11)

Prueba. Se obtiene a partir de los resultados de regularidad cldsicos para el problema de Neumann [88].
d

En la proposicién anterior, 7 = 1 si {2 es un dominio convexo. En caso contrario, r < 7, siendo 6 el

mayor dngulo interior en  [111]. Como consecuencia de estos resultados, las autofunciones (u;,&;) de T
pertenecen a H'*7(Q) x H'Y/?*7(T) y satisfacen

[wjlli4r < C &l 2r < Cll(us, )] (4.12)

Discretizacion del problema

Sea {7} una familia de triangulaciones de 2 que satisface las siguientes condiciones:
- cualesquiera dos tridngulos en 7 comparten a lo sumo un vértice o un lado,

- el minimo 4ngulo interior de todos los tridngulos en 7 estd acotado por abajo por una constante
positiva que no depende de h.

El indice h denota, como es usual, al mdzimo diadmetro de la grilla inducida por la particién 7, maés
precisamente, h := maxreT;, hr, siendo hr el didmetro de T'.

Sea &, el conjunto de todos los lados de todos los triangulos en 7. Dividiremos a este conjunto como sigue:
En = ELUEL, siendo &L := {£ € &, : £ ¢ T}, el conjunto de los lados internos, y & = {£ € £, : £ C T}, el
conjunto de los lados en el borde. Sea N}, el conjunto de todos los vértices de todos los elementos en Ty,

Sobre cada triangulacién Ty, el espacio de Crouzeix-Raviart [81] estd definido por
CRu(Q) = {vh € L*(Q) : wlr e PUT)VT €Ty, y / [on] =0 vt e 5,5}.
14

En la expresién anterior, [[vh]] denota el salto de vy, a través del lado interno /.

A continuacion, trabajaremos con los siguientes espacios no-conformes

Lp(T) = {& € LQ(F) 2&nle € P1(0),VE C T},
Vie = {(va,mn) € CRR(Q) x Ln(T') : male = vale, V€ C T,
W) = V4V

Sean ay, y by, las formas bilineales (simétricas) definidas por

(0., i= S [ aVurvos [ puot [en Vo). e W),

TETh

bh((uag)v (Uﬂ?)) = b((u,f), (Ua 77)) V(u,ﬁ), (%77) € X.
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Equipamos al espacio W (h) con la siguiente norma:

s )7 = llonlld + > foalf e + lnalldr-

TETh

Observemos que se verifican las propiedades (4.1)-(4.4) y que la forma discreta aj, resulta uniformemente
continua y coerciva sobre W (h).

Consideremos entonces la siguiente aproximacién del problema espectral (4.7):

Encontrar pp, € R, (up, &) € Vi, (up,&n) # (0,0), tal que
an((un,&n)s (Vn,nn)) = (14 pn) b((un, En)s (Vhsmn))  V(vn,mn) € V. (4.13)

Observemos que este problema se reduce a un problema de autovalores generalizado que involucra matrices
simétricas. La matriz asociada con la forma bilineal a; es definida positiva. La matriz asociada con la
forma bilineal by, es definida semi-positiva con rango N (h) = card(&}). Luego, el problema (4.13) tendrd
un nimero finito de pares propios (u;n, (ujn,&n)), 1 < j < N(h), con autovalores positivos. Escribiremos
0 < pin < pon < < UN(RA,

donde cada autovalor aparece repetido tantas veces como lo indique su multiplicidad.
La contrapartida discreta del operador T estara definida por

T,: X —=V,—>X

(faT) — (uhafh)7

siendo (up,&p) la solucién del siguiente problema variacional:
an((un, &n), (vn,mn)) = b((f,7)s (Vnsmn))  Y(vn,1n) € V. (4.14)

Como en el caso continuo, puede probarse que T} es un operador uniformemente acotado, autoadjunto
con respecto a ap y que sus pares propios estan directamente relacionados con las soluciones del problema
(4.13), i.e., (pn, (un, &r)) es solucién de (4.13) si, y solo si, (up, &) # (0,0) v

1

Th(un,&n) = TS

(un, En).

Aproximacién espectral

De acuerdo con la teoria desarrollada en la seccién 3.3, los resultados sobre la convergencia de los au-
tovalores y autovectores aproximados dependeran inicamente de la validez de las propiedades P1 y P2
sobre los espacios discretos de Crouzeix-Raviart.

Sea \ = ﬁ un autovalor fijo de T, con multiplicidad algebraica igual a m, y sea Ey(W(h)) el espacio
propio de T correspondiente a .

Teorema 4.2 (P1) Existe una constante positiva C tal que

o €)= ) o € OH 2l ¥ €) € Ba(W(h),

(o, 0E 1(w, &) = (vns mn)l[n < C A" Juller V(u, ) € Ex(W(h)).

Prueba. Como u € H'™"(Q), u € C°(Q). Luego, la interpolada lineal de Lagrange de u, ul, estard bien
definida (ver [75], por ejemplo). Mds ain, u! € V;, N H'(£2). Entonces, eligiendo v, = u!, usando un
teorema de trazas local ! y resultados de interpolacién standard 2, obtendremos

T, flg=mlloe = llule=valelloe < € (h7"Pllu=vallor +hi*fu=vnlir) < CHFlulliirr (4.15)

IDe aqui en adelante, cuando escribamos un teorema de trazas local estaremos refiriéndonos a la estimacién (A.4).
2De aqui en adelante, cuando escribamos resultados de interpolacién standard estaremos refiriéndonos al Lema A.3.
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lu = wnllie < Chpllulnr (4.16)
Combinando las estimaciones (4.15) y (4.16) con la definicién de la norma || - ||, tendremos

| (u, &) — (vn,nn)

[ (w, &) = (vn, mn)lln < C A" [Jull1 4

Concluimos la prueba tomando el infimo con respecto a (vp,n,) € Vi,. O

lo.0 < CR Y2 || 14,

Teorema 4.3 (P2) Existe una constante positiva C tal que
(T = To)(f, D)l < CH2lIrllor V(f,7) € Vi

Prueba. Para cualquier par (f,7) € Vj, sean (u,n) := T(f,7) v (un,nn) := Tp(f, 7). La aplicacién del
segundo Lema de Strang [75], nos conduce a

l(u, &) — (un, &p)lln < C( inf |[(u, &) — (vn,nn) |k

(VhsMn)EVh
+ sup an((u, ), (wn, X)) = b, 7), (i, X)) : (4.17)
(wn,xn)EVR ||(wha Xh)”h

Para acotar el primer término de esta desigualdad, procedemos como en la prueba del Teorema 4.2.
Usando la estimacién (4.9), obtendremos

mf |(u, &) = (vn,mn)lln < CR7?|7]lo,r.
(Vvh,Mn)EVR

Pasamos ahora a acotar el segundo término en (4.17). Testeando (4.14) con funciones adecuadas y sufi-
cientemente suaves, puede probarse que u satisface el siguiente problema diferencial:

4.1
a@—i—«f =7 sobrel, (4.18)

{ —div(aVu)+pu =0 en,
on

siendo & = u|pr. Multiplicando (4.18) por wy, € CR,(Q2) e integrando por partes, tendremos
ou ou
on((:8), (n x0) = W) lwn) = S [ agtun=3" [a 2t ]

donde xp, = wp|r.

Observacién 4.4 Por hipdtesis, f € CRp(QY). Luego 7 = flr € HE(T'), 0 < € < 1/2. A partir de la

0
estimacion (4.10), tendremos u € H3/2+5(Q); resultado que da significado a las integrales /aa—uwh
¢ n

para todo { € &].

Sea P, la proyeccion L? de H¢(¢) sobre las constantes. Para ¢ € &, indicaremos por T7 y T a los
tridngulos en Ty, tales que T3 N1y = £. Dado que [[whﬂ es una funcién lineal que se anula en el punto
medio de ¢, tendremos

| [agm [wn])

|
(N
/N
Q
@‘Q)
=R
|
3
~~
Q
Dl
<
N—
N—
B
&

.
< Z ’/g(agz ng(oz %)) [(wn|1,) — Pe(wnlr,)]|-
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Sea Pr la proyeccién L2, de H'/?+¢(T) sobre las constantes. Usando un teorema de trazas local y esti-
maciones del error standard para la proyeccién 3 Pr, podemos escribir

ou
| [agelw]] < ¥ laVun=PraVu-n)l,, k) - Pr(wn)l,,
i=1,2
<oy (hrTiz_l/z)Hqur/gm + R, Vu|\1/2+€7Ti) (th{2 Iwh||1,Ti)~ (4.19)
i=1,2

Sumando sobre todos los lados ¢ € &£, usando el Lema 4.1 y una desigualdad inversa global (ver A.6),
obtendremos

0
> /g as [fwnl]| < C(/2 sz + B2l gz e ) ns )

Leg}
< 2 (|llo,r + B2 2 ) ns X))

< O (14 B2 B ool s X))l

min

donde, obviamente, h,,;n := min hp.
T€7_h

Observacién 4.5 Si la grilla fuera localmente fuertemente refinada, la relacion h1/2fr/2+€/hfm»n podria
ser muy grande y, por lo tanto, la acotacion anterior volverse initil. Para evitar este problema, suele
hacerse la suposicion adicional oy, ~ h; es decir, solo considerar grillas globalmente cuasi-uniformes,
pero entonces los resultados obtenidos no serian apropiados para aplicarlos en el andlisis de procedimientos
adaptativos.

Introduciremos una restriccion geométrica sobre la triangulacién 7Ty ; especificamente, asumiremos que
existen constantes uniformes ¢ > 0y v € (0, 1) tales que

h<oh (4.20)

min*

Sea, ahora, o € [0,7/4). Entonces, eligiendo

(1-r+20) v
€= <z,
2 1-v) 2

podremos escribir

du r/2—o €
S| [ash [wl] < €72 (14 o) ol Cwns xo)
teer Ve 9

Finalmente, tomando el limite o — 0, obtendremos

lan((1,€), (wn, xn)) = b((f,7), (wn, xu))| < CB2(|7{lo.0 ]l (wh, X314,
expresién que nos permite concluir la prueba. O

Observacién 4.6 La hipdtesis (4.20) es menos restrictiva que la hipdtesis de cuasi-uniformidad global.
La experiencia numérica muestra que tanto las mallas dptimas para problemas con soluciones singulares,
originadas por los dngulos re-entrantes en el dominio, como las mallas generadas por la mayoria de los
esquemas adaptativos verifican esta hipdtesis.

A partir de estos resultados, podemos establecer que el método numérico propuesto provee una aproxi-
macién espectralmente correcta del problema (4.7), en el sentido siguiente:

3De aqui en adelante, cuando nos refiramos a estimaciones de error standard para proyecciones L? estaremos invocando
al Lema A.7/Lema A.8.
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- no aparecen autovalores espurios en el espectro discreto,

- no aparecen autofunciones espurias y la dimensién de los espacios propios discretos es igual a la
dimension de los correspondientes espacios propios continuos.

Para establecer el orden (6ptimo) con el que convergen las autofunciones probaremos que se verifican las
propiedades P3 y P4. Observemos que, en este caso, podemos elegir || - ||« = || - ||n. Luego, la propiedad
P3 se convierte en la propiedad P1, necesaria para establecer la convergencia del método.

Teorema 4.7 (P4) Existe una constante positiva C tal que
(T — Th)le, (wnylln < Ch".

Prueba. Notemos que para (z,¢) € Ex(W(h)), (u,€) = T(x,¢) € H'47(Q)x H'/?>t7(T"). Luego, podemos
proceder exactamente igual que en la prueba del Teorema 4.3, sustituyendo (f, ) por (z,¢). O

En virtud de los Teoremas 4.2 y 4.7, es claro que existe una constante C, estrictamente positiva, tal que

on = (T = Th) |y wrylln + sup mf ||(w, ) — (v, mn)||n < C A"
(u,¢)EEA (W (h)) (vhs1n)EV
[I(w,O)ln=1

De acuerdo con el Teorema 3.26, tendremos
- para cada (up,&p) € Ex, (Va), 6((un, &n), Ex(W(h))) es de orden A",
- para cada (u, &) € Ex(W(h)), 6((u,&),Ex, (V%)) es de orden h”.

Para establecer el orden con el que convergen los autovalores necesitamos estimar el siguiente término de
consistencia

My = sup sup —|an(T(x,¢), Hn(y, ) = b((z, ), n(y, ))I;
(2.0 EEA (W (h) (4,¢) EEX (W (R)
i@lla=1"" " lIwe)lln=1

donde IIj, : W(h) — W (h) es el operador de proyeccién definido por

an((w,¢) — Un(z,C), (yn, ¥n)) =0 Y(yn,¥n) € Va.

Lema 4.8 FEziste una constante C, estrictamente positiva, tal que M), < C h*".

Prueba. Elijamos (z,() € Ex(W(h)) tal que ||(z,{)||n = 1. A partir de (4.11), sabemos que (w,x) =
T(z,¢) € HH7(Q) x H/2+7(T), r > 1/2, y que

wllirr < Cll(z, )l < C.

Procediendo como en la prueba del Teorema 4.3, podemos concluir que (w,x) es solucién del siguiente
problema diferencial:

4.21
aa—w+x: ¢ sobrel, (4.21)
On

donde x = w|r. Consideremos ahora un elemento (y,¢) € Ex(W(h)) con ||(y,¢)|lr = 1. Escribamos
(yn,on) = Up(y, ¢). Multiplicando (4.21) por yy, e integrando por partes, obtenemos facilmente

{—div(an)+Bw= 0 enQ,

(100, Th(:9) = (@O () = 3 [ a¥wny.

TETh
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Usaremos a continuacién los mismos argumentos que los empleados en la prueba del Teorema 4.3. Te-
niendo en cuenta que y; € CR,(Q) y que y € C°(Q), llegamos a

(w0, a0 2) = bl (2. Tl < 3 | [ (o5 = Pe(a ) ) =]
teg}

< C(Z > llaVw-n = Pr(aVw-n)oc | (y = yn)lr — Pr(y — yn)lr, ||07fz>-

tegt i=1,2
Usando un teorema de trazas local y estimaciones del error standard para la proyeccién Pr, tendremos

laVw -1 — Pr(aVw - n)|loe < Chy 2|l

1/2
lwn — ) = Pr(yn = y)lloe < Chyl*lyn = ylla,z.
Luego, combinando las tres ultimas estimaciones, sumando sobre todos los lados ¢ € Sé, usando el
Teorema 4.2 y la estimacién (4.12), concluimos la prueba. O

Estos resultados implican que la rapidez con la que convergen a A los m autovalores del problema discreto
Ahs A2n,t - 5, Amp €s exactamente el doble de la obtenida para las autofunciones. Mas precisamente, de
acuerdo con el Teorema 3.29, sabemos que existe una constante positiva C, tal que, si h es suficientemente
chico,

méx |\ — \in| < Ch?".

=1,-,m

i

Estimaciones de orden superior

El objetivo de esta seccion es obtener estimaciones de orden superior para el error en la aproximacion de
los autovectores en la norma || - [|o.r.

Comenzaremos definiendo el siguiente operador lineal

B:L*(I') — L*(I)
T =,

donde u es la solucién (tnica) del problema variacional

/aVu~Vv+/Buv+/uv:/Tv, Yo e HY(Q). (4.22)
Q Q r r

Asi definido, B resulta un operador acotado. En efecto, a partir del Lema 4.1 y del Teorema de trazas
[75], tendremos

1B7llo,r = [lullo,r < ull14r)/20 < Cllulliyr/za < Clitllo,r-
La contrapartida discreta del operador B estara definida por

By, : L2() — L*(T)
T uh|p,

siendo up, € CRy(Q) la solucién (inica) del problema variacional
/ aVuy, - Voy, —l—/ Bupvp + / UpVp = / TUp, Yun, € CRL(Q). (4.23)
Q Q r r

Otra manera (equivalente) de definir a los operadores B y By, es la siguiente: sea C el operador de filtrado
definido por medio de

C: X —L*I)

(u7 g) '—> 57
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entonces, tendremos

Br=CoT(f,7) VY(f,7)€X,
Bt =CoTyh(f,7) VY(f,7)eX.
La equivalencia entre ambas definiciones surge inmediatamente de la comparacién de los problemas (4.8)

y (4.22), utilizados para definir los operadores T y B, respectivamente. De manera andloga, comparando
los problemas (4.14) y (4.23), obtendremos la equivalencia de las definiciones para el caso discreto.

Lema 4.9 Eziste una constante positiva C tal que, para todo (f,7) € W(h),
1B = Bi)rllor < CR?|7lor-

Prueba. Es una consecuencia directa del Teorema 4.3 y las definiciones de los operadores By Bj,. O

El siguiente lema establece que el orden de convergencia es mayor cuando el término fuente pertenece al
autoespacio asociado con .

Lema 4.10 Para (f,7) € Ex(W(h)), vale la siguiente estimacion
I(B = Br)rllo.r < Ch*"/2|7]lo,r.

Prueba. Para (f,7) € Ex(W(h)), sean (u,&) = T(f,7) vy (un, &) = Trh(f,7). Sean e, = u —up y ul la
interpolada de Lagrange (lineal a trozos) de u. Es inmediato que
leallo.r < llu—uflo,r + llu’ — unllo,r-

1

Sea ny, := u' —uyp, € Vj. Usaremos un argumento de dualidad basado en la soluciéon del siguiente problema:

{ —div(aVy) + 8o =0 in 0,
3}

a—¢+4p:nh on I'.
On

(4.24)

Dado que n;,|r € HE(I'), con € € (0,1/2), los resultados del Lema 4.1 nos aseguran que ¢ € H3/2T¢(Q).
Ademis,
ll¢lli+r/2 < Cllnallo,r,
[lls/24+¢ < Cllmmlle,r-

Observemos también que la regularidad de ¢ implica que V|r - n estd bien definida como funcién de
L2(T).

(4.25)

A partir del sistema de ecuaciones (4.24), tendremos

dp i
2 p— — P— —
/Fnh —/F<0‘8n+90>77h E /é(aanﬂo)nh

LeEf

:_Z/@agi [nn]] + Z (/T div(an)nh+/Tanp-Vnh> +/F<P77h

Leg} TETh

== /Zagi (] +/Qﬁ<m7h+ > /TaVso-VnmL/F@m, (4.26)

tegf TETh

donde [[nh]] denota el salto de 7, a través del lado ¢ € &f. Para obtener la expresién anterior hemos
usado integracién por partes y la igualdad

S [ agmm=3 [affm+ X [aZf n].

TeTh LeEf tegf
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Multiplicando las ecuaciones en (4.24) por u —u! € H'(Q) e integrando por partes, encontramos que

[ ave-w=uy+ [ o=+ [ ptu—ut) = [ mu—ut

Insertando este resultado en la ecuacién (4.26), tendremos

/Fm%:— Z/gagi ([ ] +/Qﬁs0€h+ > /Tan-Veth/Fcpeh—/Fnh(u—uI) (4.27)

tegl TETh

Sea ! la interpolada de Lagrange (lineal a trozos) de ¢. Dado que ¢! € V NV}, podemos usarla como
funcidn test en los problemas (4.22) y (4.23) para obtener la siguiente ecuacién de error

Z / aVeh~V<pI+/ Ben <p1+/eh ol =0. (4.28)
Tet, JOT Q r

Entonces, restando las ecuaciones (4.27) y (4.28) y teniendo en cuenta que [[n,]] = [[ex]], llegamos a

Imlie= 3 [ avie-¢)vens [ slo-ehent [(o-ehen= 3 [agf eal) = [ mtu=u?).

TETh Leg}l

A continuacién, vamos a estimar los términos que aparecen en la ecuacién anterior por separado. Re-
cordemos que los coeficientes o y [ estan acotados, tanto por arriba como por abajo, por constantes
positivas.

Acotacion del primer término. Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y estimaciones del error
standard para la interpolada de Lagrange ¢!, obtendremos

< laV(e — elorlVenllor < Ch2(llliyrjarllenlrr

/ aV(p—¢') - Ve
T

Luego, sumando sobre todos los tridngulos T' € T, usando la estimacién (4.25) y el Teorema 4.7, con-

cluimos que
> /aV(so—w")-Veh
T

TETh

< OBl lorlim

o,r-

Acotacion del sequndo término. Procediendo como en la prueba de la estimacion anterior, obtendremos

> /Tﬁ(so—sol)eh

TeTh

< OR 2o x N 7llo,r-

Acotacion del tercer término. Usando un teorema de trazas y estimaciones standard del error para la
interpolada de Lagrange (!, tendremos

—1/2 1/2 14+7)/2
le = ¢"lloe < C€(hzlle = &' llox + b %le = ¢'lur) < CRET gl srparr

Sumando ahora sobre todos los lados ¢ € 55, usando la estimacién (4.25) y el Teorema 4.7, podremos

escribir
/ (e —¢")en
r

Acotacion del cuarto término. Sea Py la proyeccién L? de H¢(¢) sobre las constantes. Para un lado £ € &/,
denotemos por T7 y T5 a los tridngulos en T}, tales que T3 N1y = £. Teniendo en cuenta que u es continua
en {2 y que [[uhﬂ es una funcién lineal que se anula en el punto medio de ¢, tendremos

or < C h(1+3r)/2 th|

< lle = @' lo.rllen orl7lor.
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A(O‘gi - (O‘gﬁ» en) - | (gﬁ P (agﬁ» (enl.)
> /Z(agi - P (a?i)) ((eh 7,) — Py (en Ti))‘_

i=1,2
Sea ahora Pr la proyeccién L2 de H<F'/2(T) sobre las constantes. Usando un teorema de trazas local y
estimaciones del error standard para la proyeccion Pr, tendremos

IN

Iy
/ﬂc’% [[eh]]‘ < > [aVe-n—Pr(aVe - n)|,, |[(enlr,) = Priealr)ll,.
i=1,2
r/2—1/2 e 1/2
<O S (BTNl o, + 0 Vel ) (B lenlir,)-
i=1,2

Sumando sobre todos los lados ¢ € E,IL y procediendo exactamente igual que en la prueba del Teorema
4.3, usamos la estimacién (4.25) y el Teorema 4.7 para obtener

0
> [ el < CHlmmlolilor.

tegl

Acotacion del quinto término. Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y estimaciones del error
standard para la interpolada de Lagrange u! (recordemos que, como u es autofuncién, u € H'*7 () y,
dado que € = u|r, serd ||ull1+r < C||(u,&)|| < C|lulls < C||7]lo,r), obtendremos

‘/Fﬂh(u—ul) !

La combinacién de todas las estimaciones anteriores nos permite concluir la prueba. O

or < CRY2 I llorllullier < C R T2 o017 ]lo,r

< Inullo,rllu—u'|

Teorema 4.11 Sea Sy el espacio propio del operador B asociado con el autovalor \. Sea Sy, la suma
directa de los espacios propios correspondientes a los autovalores Api, Ana, - -y Apm del operador By,
convergentes a \. Existen constantes estrictamente positivas C' y hg tales que, si h < hg, entonces

- para cada up, € Sy, , con ||lupllor =1, dist(up, Sx) < CR3/2,

- para cada u € Sy, con |julor = 1, dist(u, Sy,) < Ch%"/2,

donde dist representa la distancia medida en la norma || - |jo,r-

Prueba. Es claro que el problema espectral de Steklov también puede estudiarse utilizando el operador
solucién B y su correspondiente aproximacion Bj. En este contexto, los Lemas 4.9 y 4.10 confirman
la validez de las propiedades P2 y P4, respectivamente, para los espacios discretos elegidos. Siguiendo
entonces los mismos argumentos que los empleados en la seccién 3.3, podemos asegurar convergencia
(libre de modos espurios) de las soluciones aproximadas y un resultado andlogo al Teorema 3.26 para la
distancia entre los autoespacios continuo y discreto. O

4.1.2 Vibraciones en un medio elastico

La determinacién de los modos propios de vibracién de un sélido eldstico es un problema fundamental
de la mecédnica de los medios continuos por sus muchas y muy importantes aplicaciones.

Analizaremos este problema usando una formulaciéon dual-mixta del problema lineal de la elasticidad.
Esta formulacién se deriva directamente del principio variacional de Hellinger-Reissner [142]. Comparados
con los métodos clésicos (formulaciones en base a los desplazamientos), los métodos mixtos tienen las
siguientes ventajas:
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- permiten obtener una aproximacion directa del tensor de esfuerzos; usualmente, la variable de mayor
interés,

- estéan libres de locking; fenémeno numérico que aparece con los métodos standard cuando el material
es casi incompresible.

También presentan desventajas. Como ya fuera sefialado por Brezzi-Fortin [56] y por muchos otros inves-
tigadores, la mayor dificultad con las formulaciones derivadas del principio de Hellinger-Reissner es que
el tensor de esfuerzos tiene que ser simétrico y que esta condicién de simetria no es facil de imponer a
nivel discreto.

Hasta hace pocos afios, habia esencialmente dos maneras de evitar esta dificultad. Una alternativa era
usar principios variacionales modificados en los cuales la simetria del tensor de esfuerzos se impone solo
débilmente (Amara-Thomas [8], Arnold-Brezzi-Douglas [18], Stenberg [155, 156, 157]) o es, directamente,
abandonada (Arnold-Falk [21]). La segunda posibilidad era usar elementos compuestos (Watwood-Hartz
[173], Johnson-Mercier [119], Arnold-Douglas-Gupta [20]).

En un trabajo pionero, Arnold-Winther [23] construyeron el primer elemento mixto estable, con tenso-
res de esfuerzo simétricos, usando funciones de forma polinomiales y una sola triangulacion para ambas
variables (esfuerzos y desplazamientos). Posteriormente, los mismos autores [24] construyeron espacios
de elementos finitos no-conformes relajando los requerimentos de continuidad de la componente nor-
mal de los tensores de esfuerzos sobre los lados internos de la triangulacién. Estos métodos han sido
extendidos para mallas rectangulares (Arnold-Awanou [15], Awanou [25]) y para tratar con problemas
tri-dimensionales (Arnold-Awanou-Winther [16]). Mds recientemente, Carstensen et al. [70, 68] informa-
ron sobre experimentos numéricos que confirmarian tanto las predicciones teéricas como la robustez de
estos procedimientos al tratar con materiales casi incompresibles.

Varios métodos mixtos no-conformes, simétricos o débilmente simétricos, han surgido en los iltimos anos.
En particular, citaremos aqui los trabajos de Cai-Ye [61], Kim [127], Yi [177] y Gopalakrishnan-Guzmén
[114].

En todos los trabajos mencionados anteriormente, el analisis del método mixto propuesto quedd restrin-
gido al caso estético o problema fuente. De hecho, existen muy pocos estudios publicados sobre métodos
mixtos no-conformes para problemas de autovalores. Una de las primeras contribuciones en este tema
[92] se obtuvo mediante la aplicacién de la teoria espectral presentada en la seccién 3.4.

Planteo del problema y descripcién del espectro continuo

Sea Q un dominio acotado y simplemente conexo en R? con borde Lipschitz-continuo I'. El borde I' podria
estar dividido en dos partes disjuntas I'p y I'y siempre que |[I'p| #0y I'=Tp UTx.

Nuestro objetivo es determinar los modos de oscilacién de un material elastico, homogéneo e isotrépico
que ocupa la regién plana Q. Asumiremos que el sélido eldstico se encuentra fijo sobre I'p y que es libre
de moverse a lo largo de T'y.

Usaremos la siguiente notaciéon para las magnitudes fisicas:
= u: el campo de desplazamientos,
= pg: la densidad,
m \g v ugs: los coeficientes de Lamé, los cuales estan definidos por

llsEs ES

)\ = R ==
ST (1= 2ws)(1 + vs) M T+ vs)

donde Eg > 0 es el médulo de Young y vg € (0,1/2) es la razén de Poisson,

= g(u): el tensor de deformaciones, definido por

() := 5 [Vu+ (Vu)]
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= o(u): el tensor de esfuerzos, relacionado con el tensor de deformaciones por medio de la Ley de
Hooke:
o(u) = Ce(u) := Agtre(u) I+ 2use(u),
donde tre(u) denota la traza de e(u), I es la 2 x 2 matriz identidad y C es el denominado tensor
de rigidez.

Una manera equivalente de establecer la Ley de Hooke es

1 As

S5 4ps(As + ps)

e(u) = Ao(u) := S

tro(u)I.

Los materiales casi incompresibles se caracterizan por vg — 1/2, lo cual implica Ag — oo. Observemos
que, en este caso, |C| es grande mientras que |A| permanece acotado.

Asumiendo movimientos de pequena amplitud, el modelo lineal nos conduce al siguiente problema de
autovalores:

Encontrar w > 0, un campo tensorial o # 0 y un campo vectorial u # 0, tales que

Ao =e(u) inQ,
—dive =w?psu in€,
on =0 onI'y, (4.29)
u =0 onl'p,

siendo n el vector unitario normal al borde I', orientado hacia el exterior del dominio €2, y w la frecuencia
angular de las oscilaciones.

Usaremos la notacién standard para los espacios de Sobolev, sus normas y seminormas. Para un dado
espacio de Sobolev H” (), H"(Q, R?) y H"(Q,S?) denotarén los espacios de vectores y tensores simétricos
de orden 2 con entradas en H" (), respectivamente. En particular, denotaremos
1 2y . 1 2y . _
Hyr, (QR?) :={ve H(QR"):v[p, =0}
Definimos ademas el espacio de tensores

H(div,Q,8%) :={r € L*(,S?) : divT € L*(Q,R?)},

el cual es un espacio de Hilbert con el producto interno

(o, T) ::/a':T+/ dive - divr
Q Q

v la norma inducida correspondiente
HT‘@{(div,Q,S?) = ||7'||3,Q + | diVTH(Q),Q'
Por 1ltimo, considerando el espacio
HY2 Dy, R?) = {v € H'2('y,R?) : ¥ € HY(I,R?)},
siendo Vv la extensién de v a toda I' que es igual a cero fuera de I'y, definimos
Hory(div,Q,8?) = {r € H(div,Q,S?) : < mn,v >py=0 Vv € H)/*(Tx,R?)},

el cual es un subespacio cerrado de H(div,,S?).

Basados en el principio de Hellinger-Reissner, podemos definir la siguiente formulacién variacional (se
denomina formulacién dual-mixta o stress-desplazamiento) para el problema de autovalores (4.29):
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Encontrar w € R, (o,u) € Hor, (div,Q,S?) x L?(Q,R?), (o,u) # (0,0), tal que

/Aa’:‘r+/ divr-u=0 V1€ Hyr,(div,Q,S?),
Q

Q (4.30)
—/ diva~v:w2/p5u-v Vv € L?(Q,R?).
Q Q

Las formas bilineales
alo,T) = / Ao : 7T o,7c H(div,Q,S?),
Q
b(T,u) := / divr-u 7€ H(div,Q,S?), ue L*(Q,R?).
Q
satisfacen las propiedades que enunciaremos en el siguiente lema (las pruebas pueden encontrarse en [21]).

Lema 4.12 Denotemos por K al nicleo del operador asociado con la forma bilineal b. Existen constantes
positivas cq Y cp, las cuales no depeden del coeficiente Ag, tales que

-a(o, 1) < pgtllollaca 08 1T m(av 052y Vo,T € H(div,Q,S?),
- b(o,v) < ||U||H(diV,Q7SZ)HVHO’(l Vo e H(diV,Q,S2), v E L2(Q,R2),
-a(o,0) > ca||0'||%,(div sy VvVoek,

blo,v
sup —( V) > opl|vlo.0 Vv e L?(Q,R?).
O cH(div,Q,S?) H0'||H(div,sz,s2)

A partir de estos resultados y aplicando la teorfa abstracta de Brezzi para métodos mixtos [56], se puede
probar que el siguiente problema fuente estd bien definido.

Dada g € L*(Q,R?), encontrar (o,u) € Hor, (div,Q,S?) x L*(Q,R?) tal que
/ Ao : T+/ divr-u=0 Vre HO’FN(diV,Q,SQ),
Q )

(4.31)
7/ diva‘~V:/g~v vv € L*(Q,R?).
Q Q

Mids atn, vale la siguiente estimacién:

ol aiv,0s52) + [ullo.o < Cllgllo.q, (4.32)

donde la constante C' es independiente del coeficiente de Lamé Ag.

En estas condiciones, definimos el espacio producto:
¥ x V= Hyr, (div,Q,S?) x L*(Q,R?)

y las formas bilineales continuas:

A((o,u), (1,v)) := /

Aa:r+/div7-u+/diva’-v Y(o,u),(T,v) € XXV,
Q Q Q

B((o,u),(T,v)) = —/Qu ‘v ¥Y(o,u),(r,v) €X x V.

El Lema 4.12 implica que la forma bilineal A satisface la condicién de estabilidad (3.61) con una constante
independiente de Ag. Asi, el problema (4.31) puede ser re-escrito de la siguiente forma:
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Dado (f,g) € L*(Q,S?) x L*(Q,R?), encontrar (o,u) € £ x V tal que

A((o,u),(T,v)) = B((f,8),(T,v)) VY(r,v)eX xV. (4.33)

Denotemos por ¥ al operador lineal definido por

W I2(Q,S%) x L2(Q,R?) — 3 x V < L2(Q,S?) x L2(Q,R?)
(f.g) ~ (o,u),

siendo (o, u) la solucién (unica) del problema (4.33).

Observemos que W es un operador acotado, consecuencia directa de la estimacién (4.32). Ademds, dado
que las formas bilineales A y B son simétricas, ¥ es autoadjunto y definido positivo con respecto a A y
B. Por lo tanto, todos sus autovalores serdn reales y positivos. Es facil comprobar que (A, (o, u)) es un
par propio de ¥ si, y solo si, (w, (o7, u)) es una solucién del problema (4.30) con w = 1/vA.

Observemos también que, debido a (4.31), dive = g € L?*(Q,R?). Luego, la componente o del par
solucién no puede estar en un subconjunto compacto de H( div, 2, S?) ya que su divergencia es solamente
un elemento de L?(2, R?). Consecuentemente, ¥ : L?(Q,S?) x L?(Q, R?) — Ho r, (div,Q,S?) x L?(Q, R?)
no es un operador compacto.

Por otro lado, ¥ es un operador regularizante. El siguiente resultado de regularidad fue probado por
Grisvard en [111, 112, 113].

Lema 4.13 Supongamos que g € L?(Q,R?). Entonces, el problema (4.31) tiene una tinica solucion (o, u)
que verifica o € H(div,Q,S?) N H*(,S?), ue H'T(Q,R?) y

lolls.o+ llullis.o < Clgllo.q, (4.34)

donde s € (0,1 — o], siendo o un nimero positivo pequenio, y C es una constante positiva que depende
solamente de 0, I'y y A.

Podemos dar una caracterizacién completa del espectro del operador ¥ siguiendo un analisis similar al
presentado en [29]. De hecho, los argumentos en la Section 11.2 de [29] pueden repetirse exactamente
en nuestro caso y esto, junto con los resultados establecidos en la Section 10.1 de la misma referencia,
permiten probar el siguiente teorema.

Teorema 4.14 El espectro de W consiste en una sucesion A\,, n € N, de autovalores estrictamente
positivos, todos con multiplicidad finita, que convergen a 0.

Observacién 4.15 En el mundo real, los cuerpos eldsticos son siempre tri-dimensionales. Sin embargo,
cuando el desplazamiento u, el tensor de deformacidn € y el tensor de esfuerzos o son (prdcticamente)
independientes de una de las coordenadas espaciales, el problema puede estudiarse mediante un modelo
(aprozimacidn) bi-dimensional. Los dos modelos tipicos de la teoria de la elasticidad en el plano son:

- deformaciones en el plano; modela el comportamiento de estructuras cilindricas (o prismdticas)
bajo la accion de fuerzas que se ejercen en direccion paralela a la seccion transversal del cilindro y
asumiendo que no hay desplazamientos en la direccion del eje del cilindro,

- tensiones en el plano; modela el comportamiento de estructuras delgadas (una de las dimensiones
de la estructura es muy pequena comparada con las dimensiones restantes) bajo la accidn de fuerzas
que se ejercen en direccion paralela a las caras de la estructura y asumiendo que los esfuerzos estdn
confinados al plano ocupado por la estructura.

Es interesante destacar que la unica diferencia entre las ecuaciones que describen a ambos modelos estd
en la definicion de las constantes eldsticas; en efecto, para las tensiones en el plano

14
Ag = —2

= Es.
1-— llg
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Deformacién plana
(t es grande) q Tensién plana

,—ﬂ (t es pequefio)
e

Figura 4.1: Problemas bi-dimensionales en Elasticidad lineal

El método mixto no-conforme de Arnold-Winther

En esta seccién introduciremos los espacios de elementos finitos no-conformes de Arnold-Winther y re-
cordaremos algunas de sus propiedades de aproximacion.

Sea {Th}r>0 una familia de particiones de €2, regular en el sentido descripto en la seccién 4.1.1. Como es
usual, h representa el tamano de la triangulacién; es decir, el maximo de los didmetros de sus elementos.
Sea &, = EL U E] el conjunto de los lados de todos los tridngulos T' € Tj. Denotaremos por ng y t; a los
vectores unitarios normal y tangente, respectivamente, a un lado ¢ € &,.

Para cada T € T, denotaremos por P(T) al espacio de los polinomios de grado menor o igual a
k restringidos a T. De manera andloga, para cada ¢ € &, denotaremos por P (¢) al espacio de los
polinomios de grado menor o igual a k restringidos a £. En este contexto, Px(T,S?) = (Pp(T))? y
Pr(T,R?) = (Py(T))? representan a los espacios de tensores y vectores polinomiales, respectivamente.

Definimos:

S(T) := {7, € Po(T,S?) : 70y -0y € Py (£) para cada ¢ de T},
V(T) := Py (T, R?).

Hay 15 grados de libertad para X(T') y 6 grados de libertad para V(T'). Los grados de libertad de 3(T')
son
- los momentos de grado 0 y 1 de las dos componentes normales de 7, sobre cada lado ¢ of T

- los momentos de grado 0 de las tres componentes de 75 en 7.

Figura 4.2: Grados de libertad para los espacios 3(T") y V(T).
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Los grados de libertad de V(T') estdn dados por los valores que toman las dos componentes del vector en
tres nodos interiores a T'. De acuerdo con [24], estos grados de libertad permiten determinar a 3(7T) y a
V(T) de manera tnica (ver Lemma 3.1 de esa misma referencia).

El espacio de elementos finitos mixto de Arnold-Winther (de orden cero) se define como sigue:
20 = {1, € L*(,S?) : 74|y € (T) VT € Th, T es continua en los grados

de libertad definidos sobre cada lado ¢ € &},
Vi, = {v, € L*(Q,R?) : vu|r € V(T) VT € Tp}.

Observemos que para Tp € 22, las componentes Tpny - ny (esfuerzos por traccién) son continuas sobre
cada lado interior £ € &, mientras que Tpn,-t, (esfuerzos de corte) son discontinuas. Como consecuencia,
22 ¢ H(div,,S?) y esta eleccién de espacios conduce a una aproximacién no-conforme del problema.

La condicién de borde impuesta sobre I'y (condicién de traccién) es una condicién de borde esencial para
la formulacién mixta (4.31). Impondremos esta condicién de manera débil, es decir, pediremos

/Thng v, =0 Vv, € 'Pl(f,Rz) Ve CI'n. (4.35)
4

Luego, los espacios admisibles para los tensores discretos estaran dados por:

), = {r, € ) : 7}, satisface las condiciones (4.35)}.

Denotemos por Y : H(Q,S?) — %, al operador de interpolacién de Arnold-Winther. El operador
1"V est4 definido por:

/(T ST, v =0 VEE &, Yy e Pl RY), (4.36)
l

/ (r—IYr)=0 VYT €T, (4.37)
T

Notemos que H’,?W preserva la condicion homogénea de borde impuesta sobre I' ;v en el sentido débil dado
por (4.35).

Para 7 € H(Q,S?) y v, € V(T) arbitrario, las condiciones (4.36)-(4.37) conducen al siguiente resultado
/ div(r =Y r) vy, = — / (r =TI 7) s e(vy) —l—/ (r =1 r)n - v, = 0.
T T aT

Sean Py, : L?(Q,R?) — V), la proyeccién L2-ortogonal sobre el espacio Vj, y divy, la aplicacién elemento
por elemento del operador divergencia. Como div HfWT|T € V(T), el resultado anterior prueba que el
operador de interpolacién de Arnold-Winther verifica la propiedad del diagrama conmutativo; es decir,

div, I r = Py, div .7, (4.38)

Como consecuencia, tendremos

div hzh = Vh. (439)

Arnold-Winther probaron en [24] que (EQ,Vh) es un par de espacios estable para la discretizacién del
problema de la elasticidad con condiciones homogéneas de borde para los desplazamientos tnicamente
(T'y = 0). Més atin, establecieron estimaciones del error para el operador de interpolacién Hsz aplicado
a funciones H'(Q,S?).

Usando los mismos argumentos que Arnold-Winther, estos resultados se pueden generalizar para el par
de espacios (X, V) y para tensores T € H(div,$,S?) N H*(Q,S?), s > 1/2.
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Lema 4.16 El operador de interpolacién de Arnold-Winther se extiende a H(div,$,S?) N H*(Q,S?),
s > 1/2, univocamente, y vale la siguiente estimacion de error

I7 =113 rllo.0 < Ch°[|7 5.0,
siendo C' una constante positiva independiente de h.

Prueba. Ver seccion A. O

Es inmediato, a partir de este lema, que:

T |

0.0 <c|T|s.0- (4.40)

Por otro lado, para el proyector Pj, vale la siguiente estimacién de error:

v = Puvllon < CRH|[V]ipen Vv e H*FS(Q,R?). (4.41)

Los resultados anteriores implican que el par de espacios discretos (X, V) satisface las condiciones de
estabilidad de la teoria para métodos mixtos. Los argumentos que prueban esta aseveracion son idénticos
a los utilizados en [23] (ver también [103] para un abordaje mas general).

Discretizacion del problema

A partir de las secciones previas, sabemos que las formas bilineales discretas

ah(O'h,Th)Z:/AO'hZTh o'thhEEha
Q

bh(Th,llh) Z:/ dthTh-llh Thezh, uhEVh.
Q

satisfacen las condiciones de Brezzi para los espacios de elementos finitos (35, V). Luego, aplicando
la teoria cldsica para métodos mixtos, podemos asegurar que existe una unica solucién del siguiente
problema fuente:

Dada g € L*(Q,R?), encontrar (o, up) € X5, x Vy, tal que:

/Ao-h:Th—i—/ divpTp -up =0 V7 € Xy,
Q Q

(4.42)
—/ divpoyp - vy :/g-Vh Vv € V.
Q Q
Mas atn, existe una constante C', independiente de h, tal que:
lonlla(aiv,. 8 + lunllo.q < Cllgllo.o- (4.43)

Sea (o, u) la solucién del problema variacional (4.31). Sabemos que esta solucién tiene regularidad H*;
es decir, o € H(div,Q,S?) N H*(Q,S?) y u € H***(Q,R?) (ver Lema 4.13). Argumentos idénticos a los
utilizados en [24], combinados con las estimaciones a priori (4.34), nos permiten escribir:

o —onloe+lu—unfoe < Ch¥ullirse < CR|gloe;
| dive — diveanllog < CR™ D] div o max(0.5-1),05
donde C es una constante positiva independiente de h.

Bajo las mismas condiciones, también tiene validez una estimacién de orden superior para la norma L? del
error en los desplazamientos. En efecto, procediendo (exactamente igual) como en la prueba del Teorema
3.8 en [114], podemos probar la siguiente estimacién:

I —upfloe < Ch*|ulliis 0.
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Senalamos aqui que este resultado completa el andlisis del método no-conforme de Arnold-Winther que
se presenta en [24].

Observemos ahora que las siguientes formas bilineales discretas

Ah((a,u),(T,v)):/AU:T—F divh‘r-u—|—/ divpo - v
Q Q Q

Bu((ow), (r,v)) = f/ wv

Q
estdn bien definidas sobre el espacio suma X + X, x V + V. Més atin, A, satisface la condicién de
estabilidad discreta (3.64) con una constante independiente de h. Luego, podemos re-escribir el problema
(4.42) como sigue:

Dado (f,g) € L*(Q,S?) x L?(Q,R?), encontrar (oy,uy) € Xy, x V), tal que
An((on;un), (Th, va)) = Bu((£,8), (Th, Vi) Y(Th, Vi) € Bp X V. (4.44)

Denotemos por ¥, al operador lineal definido por
W), L2(Q,S?) x L?2(Q,R?) — X, x V), — L3(Q,S?) x L?(Q,R?)
(f7g) = (Uhauh)a
donde (op,uy,) es solucién del problema (4.44).

En la préxima secciéon probaremos que el espectro del operador ¥ brinda una buena aproximacién del
espectro del operador W. En otras palabras, aproximaremos las soluciones del problema (4.30) por medio
de las soluciones del siguiente problema espectral:

Encontrar wy, € R, (op,up) € B X Vi, (op,up) # (0,0), tal que
/ Aoy, : T, Jr/ divpTp -up =0 V7, € Xy,
Q Q

(4.45)
—/ divpoyp - vy = OJ;ZL/ psup - Vp, Vv, € V.
Q Q

Observemos que, como consecuencia de la estimacion (4.43), el operador ¥y, estd acotado uniformemente
en h. Ademés, el operador ¥, es autoadjunto y definido positivo con respecto a las formas A, y By,.
Luego, todos sus autovalores seran reales y positivos. Como en el caso continuo, w,zl es un autovalor del
problema (4.45) si, y solo si, A\ = 1 /w,% es un autovalor del operador W¥; y los correspondientes pares
propios asociados coinciden.

Analisis del error

Usaremos la teorfa desarrollada en la seccién 3.1 (en la versién que se presenta en la seccién 3.4.2) para
probar que los autovalores y las autofunciones del problema (4.30) pueden ser aproximados correctamente
por los autovalores y las autofunciones correspondientes al problema (4.45).

Comencemos observando que los problemas (4.30) y (4.45) son de la forma (3.62) y (3.65), respectiva-
mente, con las siguientes identificaciones:

X(Q) x Y(Q) = L2(,8?) x L2(Q,R?)  V(Q) x Q(Q) = Hor, (div,Q,S?) x L2(Q,R?)

(UNP) = (Uau) (UJI) = (T,V)
A((’U,, 90)7 (’U, 77)) = A((U, u)v (T7V)) B((’U’v 90)7 (’Uv 77)) = B((O’, u)7 (Tv V))
Vi X Q=2 x Vi, 1w, ©) 17 = 1o aivy. 062 + 0lF 0

En lo que sigue, escribiremos W (h) := (X + Xj) x (V + V},) para simplificar la notacién.

Sea A = 1/w? un autovalor fijo de ¥, con multiplicidad algebraica igual a m, y sea Ey(W (h)) el espacio
propio de ¥ correspondiente a A.

A continuacién probaremos que se satisfacen las propiedades P1 y P2 para el método no-conforme de
Arnold-Winther.
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Teorema 4.17 (P1) Eziste una constante estrictamente positiva C tal que

inf (e, u) = (Th,vi)lln < Ch*(loflso + [ullitse) Ve, u) € Ex(W(R)).
(Th,vh)EEhXVh

Prueba. A partir de los resultados de regularidad para el problema de la elasticidad sobre dominios
poligonales, sabemos que o € H*(2,S?) y u € H'**(Q, R?). M4s atin, a partir del problema de autovalores
(4.30), concluimos que dive € H!T5(Q,R?) y

[dive|irs,a < Cllullits.-

Ahora, como u € H'**(2,R?), u € C°(2,R?). Por lo tanto, la interpolada lineal de Lagrange de u, u?,

estd bien definida (ver [75], por ejemplo). Més atin, u! € V;, N H(2,R?). Entonces, eligiendo v;, = u’l y

usando resultados de interpolacion standard, tendremos
lu = villo.e < ChF*|ull1ss0. (4.46)

Como o € H(div,Q,S?)NH*(Q2,S?), la interpolada de Arnold-Winther de o, H;?WO', esté bien definida.
Eligiendo 7, = H,?Wo' y usando el Lema 4.16, obtendremos

lo = Thllo.o < Ch|o]s.q- (4.47)

Ahora, a partir de la propiedad de conmutatividad (4.38), es claro que

(div(e —71))% = [ (div(e -1V e))? = [ (dive — Py dive)?.
A / A

T

Sumando sobre todos los tridngulos T' € T;, y usando la estimacién (4.41), tendremos
| divi(o — T1h)|lo.0 < Ch™||dive|iiso < ch T |ullirsa- (4.48)
Combinando los resultados (4.46), (4.47) y (4.48) con la definicién de la norma || - |5, podemos escribir
(g, w) = (Tn, vi)lln < CR*(loflso + [allis0)-

La prueba finaliza tomando el {nfimo con respecto a (7, vp) € Xp X V. O

Teorema 4.18 (P2) Eriste una constante positiva C tal que
|(% = @) (Eg)lln < CRI(E, )l V(E,g) € Ty x Vi
Prueba. Para (f,g) € ¥), x V,, arbitrario, sean (o,u) := ¥(f,g) y (op,up) := ¥,(f,g). Siguiendo los

argumentos de Brezzi-Fortin (ver Proposicién 2.16 en [56]) y teniendo en cuenta que el par de espacios
(X5, V) satisface las condiciones de estabilidad de Brezzi, es ficil mostrar que

(o 0) ~ (o)l < C(_int, o = mallncan, oz + inf = vion+ N+ Nox)
Vh h

Theup
donde
/Ao-:‘rh—i—/ divypTh - u
Nip = sup == 5 (4.49)
ThEX HTh”H(div 1,82,52)
Yy
/ div0'~vh+/g-vh
Nop = sup 28 = : (4.50)
VREV thHU,Q
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Para acotar los dos primeros términos del lado derecho de la desigualdad anterior podemos repetir los
argumentos usados en la prueba del Teorema 4.17. Observemos primero que, como g € Vy,,

inf ”U_ThHH(divh,Q,S?): inf [lo — 74|
Th€E2in ThrE2n

0,0-

Luego, usando la estimacién (4.34), obtendremos

inf |lo—7hloo < CRY(f,2)|n,
THhED,

mf [u—vuloa < ChTE(E, )l
VREV)

Ahora acotaremos el tercer término. A partir de la ecuacién constitutiva para las deformaciones infinite-
simales (ver problema (4.31)), podemos escribir

Z (/TA":"'h—/TE(u)?Th)ZO VT € .

TETh

Teniendo en cuenta la simetria del tensor 7 e integrando por partes,

/QE(U):Th=/QVu:Th= > (—/

TET T
Como u es continua en ) y 71y - ny es continua sobre cada lado interno ¢ € &£,, podemos escribir

> /8Tu-7'hn= > /[(u-tz) [Thng - t]],

TETh Le&y

u- diVTh+/ u~7'hn).
orT

donde [[ . ]] indica el salto del término 7,0y - ty a través del lado ¢. Concluimos, entonces, que

> [t [rane-e]

Ley,

Nip = sup
ThEX, ”ThHH(divh,QS?)

Sea P, la proyeccién L7 de H¢({) sobre las funciones lineales definidas sobre ¢. Para ¢ € &, sean T1 y T
los tridngulos en Ty, tales que 71 N7y = £. Como [[Thng ~tg]] es ortogonal a cualquier polinomio de grado
uno sobre ¢, tendremos

‘/K(wt@) [lrune- t‘m - ‘/e(u “te — Py(u- te)) [Thne - te]] ‘
> ‘/g(u'te - (u'te)) (Thng - te|T,)

i=1,2

IN

Ahora bien, 7,1y - ty € Pa(f). Luego, un argumento clasico de scaling nos conduce a
ITame - te |z llo.e < C 172 Tllo.z- (4.51)

Sea Pr la proyeccion L2 de Ht1/2(T') sobre las funciones lineales definidas sobre T'. Usando un teorema
de trazas local, una estimacién de error standard para la proyeccién Pr y la acotacién (4.51), obtendremos

T; 10,0

’/e(u ~ty) [[Thne 'tem < Z la-te — Pr(u-te)|o||Thne - te

i=1,2

> (102l ) (172 l7allonr,)- (4.52)

i=1,2

IN
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Sumando sobre todos los lados ¢ € &, y usando la estimacién (4.34), podremos escribir
Nip < Ch*||(£, 8)lln-

El término de consistencia restante Noj; es idénticamente cero. En efecto, a partir de la ecuacién de
equilibrio (ver problema (4.31)), obtendremos inmediatamente

—/ diva’-vh:/g-vh Vv, € V.
Q Q

Asi, concluimos la prueba. O

Asi, como se establece en la seccién 3.1, los teoremas previos nos permiten afirmar que el espectro de los
operadores W;, proporciona una buena aprorimacion del espectro de W.

A continuacién obtendremos los érdenes con los que convergen los autovectores y los autovalores aproxi-
mados. Observemos que podemos elegir || - ||« = || - ||» ¥ que, por lo tanto, la propiedad P3 se convierte
en la propiedad P1.

El siguiente teorema nos permitird determinar un orden éptimo de convergencia para los vectores propios
aproximados.

Teorema 4.19 (P4) Eziste una constante positiva C tal que

(T —®) e, (wnylln < CR®.

Prueba. Para (£,z) € Ex(W(h)), la solucién (o,u) = ¥(€,z) € H(Q,S?) x HT35(Q,R?). Luego,
procedemos exactamente igual que en la prueba del Teorema 4.18, reemplazando (f,g) por (£,z). O

De acuerdo con el Teorema 3.26,

- si h es suficientemente pequeno, todos los autovectores del problema discreto son aproximados por
autovectores del problema de continuo,

- cualquier autovector del problema continuo correspondiente a A puede ser aproximado con un error
de orden h°.

Estimaremos el orden con el que convergen los autovalores discretos via Teorema 3.29. Para ello, necesi-
taremos acotar los términos de consistencia Mj,.

Lema 4.20 Sea

My, = sup sup |AR(®(7,y), 111 (&, 2)) — Ba((T,y), I1a (£, 2))],
(T.Y)EE(W(h)) (£ 2)cE(W(h))
1Ty ln=1 I1(€.2)lln=1

siendo Iy la proyeccion sobre 3, X Vy con respecto a la forma bilineal Ay definida por la ecuacion
(3.67). Existe una constante positiva C tal que

My, < Ch?.

Prueba. Elijamos (7,y) € Ex(W(h)), con ||(7,y)|l» = 1. Llamemos (n,w) = ¥(7,y). Argumentando
como en el Teorema 4.17, concluimos que (1, w) € H*(Q,S?) x H1T$(Q,R?) y divy € H'T5(Q,R?). Més
aun, a partir de la estimacion (4.34) y la definicién de la norma | - ||, tendremos

[nlls.0 +[[divalliyso + [[Wihiso < Cll(T,y)[n < C. (4.53)

Testeando la siguiente ecuacién

/QAnstb+/Qdiv¢~wf/ﬂdivn~x:/9y~x V(g,x) e X xV
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con funciones suficientemente suaves, puede probarse que el par (n,w) es solucién (en el sentido de las
distribuciones) del siguiente problema fuerte:

An—e(w)=0 in €,
—divnp=y inQ,
w=0 onl'p,
m =0 onl'y.

(4.54)

Sea (&,z) € Ex(W(h)), un par arbitrario con ||(€,2)||;, = 1. Llamemos (§;,,z;) = II5(€,2). A continua-
cién, seguiremos el procedimiento usual para obtener la formulacion stress-displazamiento del problema
eldstico en el plano (ver [56], por ejemplo): multiplicamos la primera y la segunda ecuacién del sistema
(4.54) por &, y zp, respectivamente, e integramos por partes. Luego, usando los mismos argumentos que
los empleados en la prueba del teorema anterior, obtendremos

Ah((n7w)7 (sha Zh)) - Bh((lrlay)? (€h7zh)) = Z /é(w : t@) [[Ehnﬁ : tf]:l

ey,

Para ¢ € &, sean T} y T3 los triangulos en 7}, tales que 73 N7y = ¢. Como [[Ehng . t[ﬂ es ortogonal a
cualquier polinomio de grado uno definido sobre ¢, tendremos

| /{Z (wot) [&me ]| = | /e (wte—Pr(w ) [€me -]

< Z‘/(W-te—Pg(W-te))ﬁhng~tg|Ti
i=1,2 /¢

< > ‘/(W'te - B (W'te)) (Shnz te— B (Shne-te))ln
i=1,2 ¢

< Y wete—Pr(weto)lloe |(€nme - te — Pr(&ne - t0))|z,lloe-

i=1,2

Dado que w € H'*(Q,R?), usando un teorema de trazas local y estimaciones del error standard para la
proyeccién Pr, podremos escribir

[w - te — Pr(w-to)llo.e < CL 2 wll1saz,.
Por otro lado, usando un teorema de trazas local y una desigualdad inversa, obtendremos
[(§pme -t — Pr(§me - ty))
Ademis, es inmediato que

1€, — Pré&ullor, < 11§, — &) — Pr (&, — &)llo,z, + 1€ — Pré&llor, < 2§ &4l

Ahora, observemos que el operador de interpolacién de Arnold-Winther puede identificarse con el operador
de Fortin del problema (4.42). Elijamos entonces &, = wag. Usando el Lema 4.16 y estimaciones de
error standard para la proyeccion Pr, tendremos

00 < ClTV2)E, — Prg,

T; 0,7T;

o1, + 1€ — Pré&llor,.

| [or-to Teme- ]| < €1 S (lelan + 1€om) 1wl

i=1,2
Luego, sumando sobre todos los lados ¢ € &}, y usando la estimacién (4.53) concluimos la prueba. O
Teorema 4.21 FExiste una constante positiva C tal que

max |\ — \ip| < Ch?5.
i=1,---,;m

Prueba. Es una consecuencia inmediata de las propiedades P1 y P4 y del lema anterior. O
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Estimaciones del error en norma L?(Q, R?)

Como hemos senialado previamente, los desplazamientos que definen las deformaciones en una estructura
eldstica sometida a la accién de una carga volumétrica g (ver problema (4.42)) pueden ser aproximados
con orden h2s.

Nuestro préximo objetivo es probar que también se obtiene un doble orden de convergencia para el proble-
ma de vibraciones (4.45). Ya que los desplazamientos corresponden a la segunda componente de los pares
propios del operador W, alcanzaremos este objetivo aplicando directamente los resultados presentados en
la seccién 3.4.2. De acuerdo con estos resultados, entonces, solo nos resta probar la propiedad P6.

En lo que sigue, consideraremos (f,g) € Ex(W(h)) fijo y denotaremos
(o,u) :=¥(f,g) € EA(W(h)), (oh,up):=%u(f,g) € Ex(Wp), e:=u—uy.
Usaremos un argumento de dualidad basado en el siguiente problema auxiliar:

An—e(w)=0 in€Q,
—divp=—e inQ, (4.55)
w=20 onl

Observemos que es un problema de elasticidad en el plano, con fuente e € L?(Q,R?) y condiciones
homogéneas de borde en los desplazamientos. Luego, a partir de los resultados de regularidad clasicos
(ver [112], por ejemplo), obtendremos la siguiente estimacién a priori para su solucién: n € H*(Q,S?),
w e HITS(QR?) y

[nlls.0 + [divallo.e + IWllirso < Cllefloq- (4.56)
Lema 4.22 Eziste una constante positiva C' tal que

00 <Ch*|lgllon V(f,g) € Ex(W(h)).

le

Prueba. A partir del sistema de ecuaciones (4.55), es inmediato que
lelo = [ e diva= [ e dvatn—11"n) + [ e aivya ")
’ Q Q Q

Como div ,(IT;1"'n) = Py, (divn), el primer término en el lado derecho de la ecuacién anterior puede ser
acotado como sigue

> /Te- div (n — 113"'n)

TETh

Z / (u—Ppu) - (divn — Ppdivn)

TeTh T

> llu—Puullorlldivy — Py divylor
TETh

< Ch'*8||ulligs,0ll divnllo,o,

IN

donde hemos usado la estimacién (4.41) para obtener la dltima desigualdad.

Por otro lado, a partir de la definicién del problema (4.42), es inmediato que

/ Aoy, : (Hﬁw’l’)) +/ uy, - div h(H‘}?W’I’]) =0
Q Q

mientras que, procediendo como en la prueba del Teorema 4.18, tendremos
[ o @i+ [ diva@ ) = Y [ o) [0 o)
Q Q leg, It

Combinando las dos tltimas ecuaciones, es claro que el segundo término de la ecuacién de error puede
escribirse como sigue

/Qe~ div h(l‘[fwn) = —/QA(U —op): (wan) + Z /F(u-tg) [[(H;jwn)ne . te]].

Legy "
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Vamos a acotar los términos que aparecen en el lado derecho de esta ecuacién por separado.
Acotacion del primer término. Es evidente que
- [ Ao —on: @) = [ Al —a): -1~ [ M@ o) n

El primero de estos términos se puede acotar fiacilmente. En efecto, teniendo en cuenta que A esta
uniformemente acotada por arriba, usamos el Teorema 4.19 y el Lema 4.16 para obtener

/QA(U —on):(n— H??Wn)’ < CA(e —an)loelm—T,"n)loe < Ch*||gllooln|

5,82
A partir de las ecuaciones (4.55), el término restante puede escribirse como
—/A(U—Uh):n:—/An:(a—ah):—/e(w):(a—ah).
Q Q Q
Después de integrar por partes, tendremos
/ e(w): (e —op) = —/ w - divy(o —op) + Z /(w.tg) [[(O’—U}L)ne-t(]].
Q Q ey ¢
Como div o, = Py, dive,
w- divy(o —op) = / (w—=Ppw) - divp(o —op).
Q Q
Luego, usando la estimacién (4.41) y el Teorema 4.19, obtendremos
| [ divao = 00)] < Clw = Pawloalo — ol o < CH [wlhsaalgloo
Q

Sea P; la proyeccion Lz de H¢(¢) sobre las funciones lineales definidas en ¢. Para ¢ € &, sean Ty y T
los tridngulos en Ty, tales que Ty N Ty = £. Como o € H(div,Q,S?) y o), € y, [[(a —op)ng - te]] es
ortogonal a cualquier polinomio de grado uno definido sobre £. Entonces

[l —onmewd)| = | [ (wte Piw-0) [0 oume- o]
- ‘Z(W-i;g—Pg(W-t”) [[O'hne'te]]’
> ’A(w.tg—Pe (w-t0)) (om0 — Py (@ - 0))

IN

T;

Siguiendo los argumentos empleados en la prueba del Lema 4.20, sustituyendo el tensor &, por o,
llegamos a

Z Z ‘ /g (W ty— Py (w- tz)) (ahng -ty — Py (opny - tg))

el 1=1,2

< Ch*||wlits,allo)]so-

T;

Acotacion del seqgundo término. Procediendo nuevamente como en la prueba del Lema 4.20 tendremos

3 / (u-te) [T mmg 4] < CH2 [mlleallullisan.
Le&y

Combinando todas estas desigualdades con las estimaciones (4.34) y (4.56) y teniendo en cuenta que
2s < s+ 1, podemos concluir la prueba. O

Asumiremos ahora que los operadores T y T}, estdn definidos como en la seccién 3.4.2. Denotemos por
Z(h) al espacio suma V + V; y por Ey(Z(h)) al espacio propio del operador T relativo a A\. Como
consecuencia del Lema 4.22; se establece el siguiente resultado.
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Teorema 4.23 (P6) Existen constantes positivas C y ho tales que, si h < hy,

(T — Th)|f;x(z(h))||0,ﬂ < Ch*.

Observemos que esta estimacion de error es 6ptima desde el punto de vista de la mejor razén de conver-
gencia posible y de la maxima regularidad de la solucién exacta.

4.2 Dominios curvos y espacios discretos conformes

En esta seccion consideraremos problemas de autovalores planteados en dominios con bordes curvos y
métodos de aproximacion conformes, en el siguiente sentido,

V() C V() € V().
En estas condiciones, es claro que podremos elegir

-l = 1~ lln-

Nétese que la propiedad P3 coincidird entonces con la propiedad P1 y las estimaciones del error en la
aproximaciéon seran consecuencia de las propiedades P4 y P5 tinicamente. En este contexto, escribiremos

- P4 para z € E\(W(Q)), existe z), € Vie(Qn) tal que || — ap|ln < nsnllx||n, con nzp — 0 para
h — 0,

- P5: para todo x € Ex(W(Q)), [|z]ln,0n0, + 1Zlh,0,\0 < Nanllz||n, con na, — 0 para b — 0.
Como ya hemos sefalado, la aproximacién del problema comienza por la aproximacién del conjunto
mediante un dominio poliedral €. Permitir que € sea un dominio curvo general implica que debemos
tener cierto cuidado al construir las particiones de €2 sobre las cuales se formulara el método de aproxi-

macién. Terminaremos esta seccién formulando un conjunto preciso de condiciones sobre cada particién
de Qh.

A continuacién, usaremos varias definiciones y conceptos introducidos en [104] y en [3], adecudndolos
para nuestro propdésito.

Para un dado valor del pardmetro de discretizacién h € (0, hg), sea T, una particién de €, que consiste
de triangulos cerrados K tales que

u ﬁh: U K?
KeTh

. / re .
= dos elementos cualesquiera K y K en 7; comparten a lo sumo un vértice o un lado.

Definamos T'y, := 09, y denotemos por Vj, y &, los conjuntos de todos los vértices y todos los lados de
la particién Ty, respectivamente. Asumiremos que

V), CQ,

» YV, NIy CT

s para todo K € Ty, a lo sumo un lado de K yace sobre I'y,

= todos los puntos donde el borde I' deja de ser suave estdn contenidos en elementos de &,.
Consideremos los siguientes subconjuntos de Fp:

2 & ={le&, :{=KNK para distintos K, K € Tp},

s =l g E ylCTolcC O},
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Figura 4.3: Triangulacién en las inmediaciones del borde T'.

» &3 ={le & L& EUE? y solo los vértices de £ pertenecen al'}.
Por simplicidad, asumiremos que la particién es tal que
En=E UEUE,

lo que significa, simplemente, que el borde I" no cruzard ningin lado de los elementos de T,. Como
consecuencia de esta clasificacién, la particién 7;, podra separarse en los siguientes tres conjuntos disjuntos:

» T2 ={K € T,:0KNE +0},
» T2:={K € T,:0KNE +0},
= Ty =T \ (T UT).
Basdndonos en esta separacion, definimos el siguiente subconjunto de Tp:
By :=T?UT? ={K:T,:0KNTy, #0},

que contiene a aquellos elementos de la particién que forman parte del borde del dominio; los llamaremos,
simplemente, elementos en el borde.

La diferencia entre los dominios 2 y €, estard dada por
Dp:= (2\ Q) U (2 \ Q)

y, en general, serd distinta del vacio. Obsérvese que el conjunto Dj puede pensarse como la unién de
conjuntos wy disconexos. Cada wg estard asociado con un tnico K € T}, que verifica OwgNOK = L € &.
A cada elemento K € Tj, le asociaremos un tridngulo K@ de la siguiente manera
K si K € 7'h17
Kd={ KUwg siKecT?,
K\wk siKeT2.

A partir de esta asociacién, podremos construir lo que llamaremos una particion ideal ﬁd, es decir,
ﬁ — U K’Ld
KeTh

Obsérvese que los tridngulos ideales K pueden tener a lo sumo un lado curvo. En lo que respecta a la
suavidad de este lado curvo, asumiremos que localmente es la gréafica de una funcién C*, k > 2, definida
sobre algtn sistema de coordenadas.

Finalmente, asumiremos, como siempre, que la familia {75, }r~0 es regular en el sentido del &ngulo minimo.
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Figura 4.4: Tridngulos ideales K.

4.2.1 Vibraciones en un sistema acoplado fluido-estructura

El célculo de los modos propios de vibracién de un sistema acoplado fluido-estructura es un problema de
gran relevancia en casi todos los campos de la ingenieria y en temas biomédicos. El conocimiento de estos
modos vibracionales es fundamental para evitar el conocido fenémeno de resonancia. Tiene aplicaciones en
la aeroelasticidad, en el disefio de contenedores de liquidos, en la definicién de técnicas para la reduccién
de ruidos, en simulaciones biomecanicas y mas.

Durante los 1ltimos afios, una enorme cantidad de trabajo ha sido destinada a estudiar este problema.
Muchos de los resultados obtenidos pueden encontrarse en las monograffas [79, 140, 143], donde también
se presentan métodos numéricos apropiados para aproximar este problema y una extensa bibliografia.

Para determinar las vibraciones de un fluido confinado por paredes rigidas (problema espectral acistico),
es usual describir el comportamiento del fluido eligiéndo como variable a la presién. Sin embargo, para
problemas acoplados, tal eleccién conduce a un problema de autovalores no-simétrico; un gran incon-
veniente desde el punto de vista computacional. Para eludir esta dificultad, se consideraron distintas
variables para el fluido (ver, por ejemplo, [125, 115, 102, 140, 172]).

Como el comportamiento de la estructura es descripto, casi siempre, en términos de los desplazamientos,
elegir a la misma variable para describir al fluido presenta ciertas ventajas. En particular, las condicio-
nes de compatibilidad/equilibrio que deben cumplirse sobre la interfaz se verificardn automdticamente.
Ademds, este planteo conduce a un problema de autovalores generalizado con matrices simétricas de
estructura banda. Sin embargo, la formulacién variacional correspondiente es no eliptica, tiene un espec-
tro esencial no vacio y el espacio de energia asociado no estars incluido en L? compactamente. Como
consecuencia, algunas discretizaciones suelen presentar soluciones espurias. Por ejemplo, cuando se uti-
lizan elementos lineales a trozos y continuos para aproximar a los desplazamientos en ambos medios,
suelen aparecer soluciones relacionadas con movimientos de rotacién pura en el fluido [125, 115]. Estos
movimientos de rotacién son modos del problema continuo con frecuencia igual a cero y, por lo tanto,
irrelevantes desde el punto de vista fisico.

Una discretizacién alternativa para la formulacion desplazamiento fue introducida en [38]: consiste en
usar elementos de Raviart-Thomas de orden muy bajo para los desplazamientos en el fluido y elementos
de Courant standard para los desplazamientos en el sélido; con un acoplamiento en la interfaz de tipo no-
conforme. Para problemas bi-dimensionales, se ha probado que el método converge libre de modos espurios
y se han obtenido estimaciones éptimas del error [33, 150]. Este método también ha sido extendido para
tratar con problemas tri-dimensionales [37, 36], fluidos incompresibles [34], interaccién con estructuras
delgadas [99] y medios disipativos [35].

En todas estas aplicaciones se asumi6 que el dominio ocupado por el sélido tenfa bordes poligonales (o
poliedrales en R?). Esto implica, obviamente, que la interaccién fluido-sélido tendra lugar a través de una
interfaz poligonal; que aqui denotaremos I',. En consecuencia, cada interfaz discreta I'}, , inducida por
particiones compatibles del dominio del sélido, satisfacerd la condicién (conforme) T';, C T',. Claramente,
la razon principal para sostener esta suposicién es la de evitar los crimenes variacionales que se cometen
cuando se aproximan bordes curvos por poligonales.
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En esta seccién analizaremos la interaccion entre un fluido compresible y una estructura lineal con bordes
curvos [90].

Definicién del problema continuo

Estamos interesados en determinar los modos propios de vibracién de una estructura eldstica lineal en
interaccion con un fluido ideal; es decir, un fluido no viscoso, incompresible y con densidad uniforme. El
problema modelo que consideraremos consistird en un recipiente elastico bi-dimensional lleno de fluido.

Figura 4.5: Dominios del fluido y del sélido.

Denotaremos por ., y g los dominios ocupados por el fluido y el sélido, respectivamente, como se
muestra en la Figura 1. Denotaremos por I', a la interfaz entre ambos medios y por n al vector unitario
en la direccién normal a I', apuntando hacia €. Al borde exterior I'; del sélido lo pensaremos como la
unién de las curvas I'y y I'(; T'y, NI, = 0. A efectos de simplificar la presentacién, asumiremos que 2,
es simplemente conexo (pero no necesariamente convexo), que I'y es poligonal y que [I',| > 0.

Usaremos notacién standard para los espacios de Sobolev y para sus normas y seminormas. Denotaremos
por HE (€,) al espacio de las funciones en H'({),) con traza nula sobre Iy, y, para los ntimeros positivos
D

s y t, definiremos
P (divi0,) = {u € HY(9,)% : divu € H'(0,)},

que es un espacio de Hilbert equipado con la siguiente norma
[allZree(aivin,) = lulZo, +ldivulfg .

Usaremos la siguiente notacion para las cantidades fisicas; en el fluido:
- u para el campo de desplazamientos,
- p para la presion,
- py para la densidad,
- ¢ para la velocidad acustica;
y en el sélido:
- w para el campo de desplazamientos,

- ps para la densidad,
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- As v pus para los coeficientes de Lamé, definidos por

VsEs L ES
1—2uvs)(1+vs) /7 21 +us)

Ag =

donde Eg > 0 es el médulo de Young y vs € (0,1/2) es la razén de Poisson,

- g(w) para el tensor de deformaciones, definido por

1 <8wi n ow;

i =3 3 .,‘:1,27
=i (W) =3\ 5, ax) “J

- o(w) para el tensor de esfuerzos, relacionado con el tensor de deformaciones via Ley de Hooke:

o (w _,\stkk w)dij + 2useij(w), i,5=1,2.

La aproximacién cldsica para movimientos de pequena amplitud (en este caso, denominada aproximacién
elastoacustica) conduce al siguiente problema de autovalores para los modos de vibracién del sistema
acoplado y sus correspondientes frecuencias propias w (ver, por ejemplo, [140]):

Problema 4.24 Encontrar w > 0, u € H(div;Q,), w € H'(Q,)? y p € HY(Q,), (u,w,p) # (0,0,0),
tal que

Vp—w?p,u=0 en Q, (4.57)
p+p.c*diva=0 en Q, (4.58)

div [o(w)] + w?p,w = 0 en g, (4.59)
un—-w-n=>0 sobre T', (4.60)
oc(wn+pn=0 sobre T}, (4.61)
o(w)n, =0 sobre T', (4.62)

w=0 sobre T'j,. (4.63)

El acoplamiento entre el fluido y la estructura estd dado por las ecuaciones (4.61) y (4.60). La primera de
ellas, indica que el fluido y el sélido permanecen en contacto a través de la interfaz. La segunda, relaciona
los esfuerzos generados en el sélido en la direccién normal a la interfaz con la presién en el fluido. Las
ecuaciones (4.62) y (4.63) indican que la estructura estard libre de esfuerzos sobre I, y permanecers fija
sobre I' | respectivamente.

Las ecuaciones (4.59)-(4.62) deben ser entendidas en el sentido de las distribuciones. En particular, las
condiciones (4.61)-(4.60) son igualdades en H~'/2(T,). Sin embargo, como p € H'(Q,) y w € H*(Q4)?,
estas condiciones seran validas en L2(T,).

Desde el punto de vista computacional, las condiciones de compatibilidad en la interfaz pueden impo-
nerse convenientemente por medio de un multiplicador de Lagrange. Esto nos conduce naturalmente a
considerar una formulacién hibrida, equivalente al problema espectral original, en la cual el multiplicador
de Lagrange jugard el rol de una nueva variable: la presién en la interfaz fluido-sélido [34].

A fin de obtener esta formulacién, introduciremos los siguientes espacios funcionales. En lo que sigue,
escribiremos €2 := Q_ U ). Sean

Q(0) = L3(@,)? x L3(2,)*.
X(Q) = H(div:,) x HL (9,)?,

V(Q) == {(u,w) € X(Q) :u-n|r, € L*(T)}.

Sea || - || x() la norma producto en X' (€2). Observemos que V(2), equipado con la siguiente norma

1w, w) [0 = (0, W) %) + [l nlf72r ),
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es un espacio cerrado de funciones y, por lo tanto, un espacio de Hilbert.

Integrando por partes, usando la ecuacién (4.58) para eliminar a la presién p en términos del campo
de desplazamientos u y denotando por v a la presién en la interfaz fluido-sélido; es decir v := p\pI7
obtendremos la siguiente formulacién variacional (equivalente) del problema espectral (4.24):

Problema 4.25 Encontrar w > 0 y ((u,w),v) € V() x L3(T,), ((u,w),~) # ((0,0),0), tal que:

/QpFCQdivudivv —&-/Q U(W):s(z)+A7(v-n—z~n)

F S I

=w2</ﬂ pFu-v+/stw-z> V(v,z) € V(Q),

F S

/(5(u-n—w-n) =0 Ve L*T)).
FI

La siguiente caracterizacién espectral fue probada en [33].
Teorema 4.26 Sea j = w?. El Problema 4.25 tiene dos clases de soluciones:
- o = 0 correspondiente al autoespacio H(Y) definido por

H(Q) :={(u,0) € H(div;Q,) x {0} : divu=0in Q,andu-n=0on I };

- una sucesion de autovalores de multiplicidad finita p, > 0, n € N, convergentes a +00 y que
corresponden a las autofunciones (u,,w,) € K(Q) donde

K(Q) = {(u,w) e V(Q): /F Sun—w-n)=0Vvse LQ(FI)}.

El autoespacio de dimensién infinita H () (asociado con pg = 0) admite también la siguiente caracteri-
zacién:

H(Q) := {(curl€,0) : € € HE ()},

siendo H%I (Q,.) el subespacio de las funciones en H'(£),) que tienen traza igual a cero sobre I',. Esta

caracterizacion muestra que #H(2) consiste en movimientos de rotacién pura los cuales no inducen varia-
ciones de la presién en el fluido ni vibraciones en la estructura. Estos modos de rotacién son solucién del
problema (4.25) ya que no hemos incorporado en esta formulacién la condicién de irrotacionalidad sobre
el campo de desplazamientos en el fluido.

El segundo conjunto de autofunciones (aquellas que corresponden a u, > 0) es un sistema ortogonal y
completo de G(2), subespacio de K(2), que consiste en todos los campos de desplazamientos admisibles
que son conservativos en el fluido; es decir,

G(Q) = {(u,w) € K(Q) : u=Vyp, g H(Q)}.
Sean a, b y d las formas bilineales continuas definidas por

a((u,w), (n,2)) = p.c* divu divny +/ o(w):e(z) (u,w),(n,2z) € X(Q),
Q. Qq

b((w, w), %) =/ vun—won) (ww)eV(Q), v e L(T,),

I

d((u, W), (1,2)) = p, /

Qg

u-n+pS/Q wez (ww),(nv) € Q).

La forma @ es simétrica y positiva, en el sentido que a((u, w), (u,w)) > 0 para todos los (u,w) € X ().
La forma d es simétrica y coerciva sobre Q(Q2). Notemos que la forma @ no es coerciva sobre (). Sin
embargo, d satisface una desigualdad tipo Garding; es decir, a := a + d s es coerciva sobre IC(€2).

Consideraremos entonces el siguiente problema de autovalores modificado:
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Problema 4.27 Encontrar p € R y ((u,w),v) € V(Q) x L*(T,), ((u,w),v) # ((0,0),0), tal que:

,z)) V(n,z) € V(Q),

Claramente, w? es un autovalor del problema 4.25 si, y solo si, u = (1 + w?) es autovalor del problema
4.27 y las correspondientes autofunciones coinciden.

Las formas bilineales a sobre V(Q) x V(Q2) y b sobre V(Q) x L*(T,) satisfacen las condiciones de Brezzi
de la teorfa clédsica para problemas mixtos (ver Lema 8.1 en [34]). Entonces, el siguiente problema fuente
estard bien definido.

Problema 4.28 Dado (f,g) € Q(), encontrar ((u,w),v) € V() x L3(T',) tal que:

a((a,w), (n,2)) +b((n,z),7) =d((f,8),(n,z)) V(n,z) eV (),
b((u,w),8) =0 V&e L*T,).

Mas ain, la solucién (inica) de este problema satisface [56]:

1w, W)llve) + IVllz2 ) < CI(E 8)llow)- (4.64)

El operador solucion correspondiente al problema acoplado quedara definido por

T:X(Q) —=VQ) = XQ)
(f,g) — (u,w),

donde ((u,w),v) € V() x L3(T,) es la solucién del problema 4.28. Como las formas bilineales a y
d son simétricas, T serd autoadjunto con respecto a d. Gracias a (4.64), T serd un operador acotado.
Observemos que T no es un operador compacto. De hecho, T|yq) es la identidad sobre el subespacio de
dimensién infinita H(Q) € V(Q).

Es facil probar que (), (u,v)) es un par propio del del operador T si, y solo si, existe v € L?(T,) tal que
(§,((u,w),7)) es una solucién del problema (4.27) y, por lo tanto, (+ — 1, ((u, w), 7)) es una solucién del
problema (4.25).

Ademds, valen las siguientes estimaciones a priori.

Teorema 4.29 Sea ((u,w),7) la solucion del problema (4.28). Existen constantes C >0, s € (1/2,1] y
t € (0,1] tales que

- si (f,g) € Q(Q), entonces (u,w) € H*(div,Q,) x HTH(Q,)? y

[[u

0.0, Wi+, + [ divualie, < C(f, g)lo.0,
- si(f,g8) € {(Vq,g8) : g€ H(Qy),g € L*(Q)?}, entonces (u,w) € H*>(div,Q,) x H'TH(Q,)? y
[ulls,0 + IWllite,0, + [|divullie, < C|(f,8)]lo,0;
- si (f,8) € G(Q), entonces (u,w) € HS1T5(div,Q,) x HTH(Q,)? y
[ulls,o, + 1Wlite,0, + Idivullits,o, < C[(E 8)lo,0-
Prueba. Es una extensién directa de la prueba del Teorema 2.6 en [33]. Aqui, s = 1, si 2, es convexo, o,
en caso contrario, cualquier s < 7/, con 6 el mayor dngulo re-entrante en €2,. Por otro lado, t depende

de los dngulos re-entrantes en €, de los dngulos entre I, y T, y de los coeficientes de Lamé (see [111]).
O
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Discretizacion del problema

Sean (2, y {1, los dominios poligonales que aproximan a los dominios con bordes curvos €, y {}y, respec-
tivamente. Sean {7,"} y {7,°} dos familias de triangulaciones regulares de Q_, y €, , respectivamente.

En este caso, definiremos al parametro que caracteriza a la particién por h := mbgix . hr, siendo hr el
TET,F UT,

didmetro de T

Asumiremos que, para todo h, las triangulaciones 7,* y 7,° tienen nodos coincidentes sobre el borde
que tienen en comun (interfaz sélido-fluido). Asi, la poligonal que queda definida uniendo estos nodos,
denotémosla I', , representard una aproximacién compatible de la interfaz I',. También asumiremos que
los puntos extremos del borde I', coinciden con vértices de la particion 7,°.

Asumiremos también que las triangulaciones 7,* y 7,° fueron construidas siguiendo las pautas establecidas
en la seccién 4.2. Continuando con la argumentacion de esa seccién, definiremos

- 7,0y T2 las triangulaciones ideales asociadas a 7,7 y T,°, respectivamente,

- B., v By, ; los conjuntos de tridngulos en el borde I';, pertenecientes a los dominios £, y €, ,
respectivamente,

- & ¥ &, los conjuntos de lados de todos los tridngulos en 7,7 y 7,°, respectivamente.
A continuacién, listaremos algunas de las propiedades de las particiones consideradas (ver seccién 4.2).

Sea N, el conjunto de todos los vértices en 7,7 U T,%. Se verifica
- N, € QF U ﬁs,
- N,NT, CT,,
- N}, contiene todos los puntos donde la interfaz T'; deja de ser C2,

- cada T € B,, U B, tiene a lo sumo un lado sobre I, ,

- para cada T € By, U B, , existen solo dos posibilidades T' C T o T D T

Sh?

Para cada triangulacién 7y, := 7," U T,°, denotaremos

o~ ~

Q,=0,UQ,, Q. =0UQ,  QAL=0UQ, Q=0 U0,
y definiremos los siguientes conjuntos

Q—Q,=0.\9Q, UQ\Q Qp = Q:=Qp, \ Q U, \ Q.

Sh?

Supongamos por el momento que D representa a cualquiera de los dos siguientes dominios: Q o 0.
Introduciremos, entonces, los espacios funcionales Q(D), X (D) y V(D) definidos como las extensiones
naturales de los espacios Q(Q2), X(2) y V(£2), respectivamente (en el sentido definido en la seccién 3.1).
Por ejemplo, si D fuera (AZ, tendriamos

V(Q) = {(u,w) € H(div, Q) x H}_(2,)* s u-nlr, € L*(T,)}.

Observemos que, como el borde exterior I', se asumié poligonal, ambos dominios €}, y (AZ, coinciden
exactamente con 2. Sin embargo, debe notarse que los espacios V(Q2), V() y V() son todos distintos;
en particular, los pares de funciones que pertenecen a estos espacios difieren significativamente en los
alrededores de la interfaz. Esto se debe a que Qj es una aprorimacion externa de €2, significando en
este caso, Q,, ¢ Q. v Q, ¢ €. Consideraciones similares son validas para KC(Qp), H(Q) y G(),
subespacios de V().
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Las formas bilineales discretas ay, by y dj, estaran definidas por

ap((u,w), (n,2)) = ppcz/ divu divn +/ o(w):e(z)

QFh, QSh,

+pF/ u~77+ps/ w-z (u,w),(n,z) € X(Q),
QF}L QSh

bp((a,w),~) ::/F yu-n—w-n) (uw)eV(Q), 7€L2(F1h)»

1h

dh«u?w),(n,z))::ppf u-n+ps/ﬂ wez (ww), (V)€ Q).

Fh

Cada componente de los desplazamientos en el sélido serd aproximada usando el espacio de elementos
lineales standard

‘Ch(Qs;L) = {’Uh S Hl(QSh) : Uh‘T e P1(T)VT € 7—hs}
Para el fluido, en cambio, usaremos el espacio de Raviart-Thomas ([147]) de orden més bajo
Riu(Qg,) :=={up € H(div;Q,,) : up|r € Ro(T)VT € T,F },

donde
Ro(T) :={uy, € P1(T)*: up(x,y) = (a + bx,c+by),a,b,c € R}.

Los grados de libertad en R, (€2, ) son los valores (constantes) de la componente normal de uy, sobre cada
lado de la triangulacién. Observemos que, cualquiera sea la funcién uj, € Ru(Q,,), up - nlr, € L*(T,,).
Definiremos, entonces, la versién discreta del espacio V(Q2) por

V() = {(u,v) € Ru(Qy,) X L1(Q,)? : valr, =0}
Finalmente, para la presion en la interfaz usaremos el espacio de las funciones constantes a trozos,

Vn(T,,) == {6, € L*(T,,) : Onle € Po(£)VL C T, }.

Asi, obtendremos la versién discreta del problema espectral (4.27):

Problema 4.30 Encontrar i, € R y ((wp, wn),vn) € Vi(Qn) X Wi(T'y,), ((an, Wa),v4) # ((0,0),0), tal
que:

an((an, wn), My, 20)) + 0n (M, 20),v0) = pndn((n, Wa), (4, 21)) V(0. 20) € Vi(Qn),
br((ap, wp),0n) =0 Vo, € Vu(T),).
El siguiente teorema es la versién discreta del Teorema 4.26 (la prueba puede encontrarse en [33]):
Teorema 4.31 El problema 4.30 tiene dos clases de soluciones:
- po = 0 correspondiente al autoespacio Hp (), definido por
Hn(Qn) = {(up,0) € Rp(2,,) x {0} : divup, =0en Q,, y up-n=0sobrel,,};

- un conjunto finito de autovalores positivos up correspondientes a las autofunciones (up,wp) €
Gn(Q), siendo Gn(QU) el complemento ortogonal de Hp () en KCp(2r), donde

’Ch(Qh) = {(uh,wh) € Vh(Qh) : /g(Uh — Wh) -n=20, Vi C Flh}.

Procediendo como en [34], puede probarse que las formas bilineales aj, y by, satisfacen las condiciones de
Brezzi sobre los espacios discretos Vi, (1) v Vu(Q4), uniformemente en h (ver Lema 8.2 en esa referencia).
Como consecuencia, aplicando la teoria cldsica sobre métodos mixtos [56], podremos asegurar que existe
una solucién tnica del siguiente problema:
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Problema 4.32 Dada (f,g) € Q(Q,), encontrar ((up, wr),vn) € Vi(Qr) x Wi (T,,) tal que:

an((an, wn), My, 2n)) +0u((p, 20),70) = dn((f,8), (M, 20)) V(4. 21) € Vi(Qn),
bh((uh,wh),§h) =0 theyh(l“m).

Ma&s aun, existe una constante positiva C', independiente de h, tal que

[ (ar, wn)llv, ) + Ivellor, < ClI(£,8)llo,0n- (4.65)

Definimos el operador solucién para el problema acoplado discreto por:
Tyt X(Q) = Vi(Qn) = X(Q)

(f’ g) = (uha Wh)v

donde ((up,wpn),n) es la solucién del problema (4.32). Gracias a (4.65), los operadores T}, estardn
acotados uniformemente en h. Como en el caso continuo, es simple probar que A, es un autovalor del
problema (4.30) si, y solo si, 1/A;, es un autovalor del operador T}, y los correspondientes autovectores
estén relacionados por ((up, wp),vn) < (Un, wp).

Aproximacion espectral

A fin de probar que los pares propios del operador T pueden ser aproximados de manera correcta por
los pares propios del operador T}, vamos a usar la teoria desarrollada en la seccién 3.2 en su versién
adaptada para problemas mixtos (ver seccién 3.4.1).

Nuestro primer paso sera elegir una norma adecuada para funciones con dominio en (2.

Sea wr el dominio definido por 7%\ T. Definimos

1, W7 = 1) 136 = 1) ) + D Tl wn + D IVIT e,

TeBg,, TeBg,
TCT TCT
Como es usual, || - |0 denotard la restriccion candnica de la norma || - ||, a cualquier conjunto abierto

O contenido en ). Por ejemplo, si O fuera Q2 — )}, tendriamos

[(w, v)]

ho-a, = lalF ay 2\, ) T HV”?,QS\QS}L

Nuestro proximo paso serd definir los operadores de extension P y Py,.
Construiremos primero el operador de extensién para las funciones del espacio continuo. Sea (u,w) €

V(). Sea & € {C c H' () : / (= 0} la solucién (unica) del siguiente problema de Neumann:
Q

S

1
AE = —/ divu en Qg
|Qs‘ Qp °

0§ [ —u-ng sobrel,
on, 0 sobrel',,

(4.66)

donde ng denota al vector unitario normal a I'; en la direccién exterior a €2;. Observemos que el problema

es compatible pues
/ Afz/ divu:/u~n:7/ ll’IlS:/ ﬁ
Qg Q. r, I, Qg ong

Luego, por el Teorema de Lax-Milgram, sabemos que existe C' > 0 tal que

0,F1> .

(V2
V€], < C ('F' | divulloq, +|u-n|

€25
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Definiremos la extension de u a €2, por

ue — u enfl,
Tl V€ enwr:iwr CQ \ Q.

Claramente, esta definicién nos asegura que u® € H(div; ). Ademds, tendremos

1012, sy = 1B+ D IV vy < € (1B + I nlE )
TEBL,
TDTid

Denotemos por w® a la extensién del vector w a €1 definida segtin el Teorema D.4. De acuerdo con este
teorema, tendremos

W)l < € (lulliaiv: o) + - nllox, + 1wl g ) < €l w)lv)-

Consideremos ahora las siguientes situaciones.

- Sea (u,w) € G(12). Gracias a las condiciones de compatibilidad en la interfaz, se cumplird u-n|p, =
w - n|r, . Entonces,
0N i aiv 0, < C (lullacaivion) + [1Wlhag)

y obtendremos ||(u®, w®)||r < Cl|(u, w)||nq-

- Sea (u,w) € H(f). Entonces, divulo_ = 0y w|o, = 0. De nuevo, gracias a las condiciones de
compatibilidad en la interfaz, u - n|pI = 0. Por lo tanto, la tnica solucién del problema (4.66) sera
& = 0. En este caso, la extension de la funcién u se simplifica a

o’ ._{ u enl,,
' 0 enwr:wr C QL \ D,

de donde, obtendremos ||(u®, we)||s, = ||(u, 0)||r.q-

Observacion 4.33 De acuerdo con las estimaciones a priori clasicas para la ecuacion de Laplace con
condiciones de borde de Neumann [111], la solucion £ del problema (4.66) serd mds regular. Supongamos
que u - n|g7, € HY2((;), siendo £;, 1 < j < N, los lados (rectos o curvos) cuya union define a la interfaz

T, entonces existen constantes C > 0 y a € (1/2,1], ambas dependiendo sélamente de S, tales que
§e HIT Q) y

N
€13 +0.0, < C (I divulde +> u-nl?,; ). (4.67)
j=1

En general, para cualquier par (u,w) € V(12), solo podremos asegurar que u-n|r € L*(T,). Consecuen-
temente, £ € H'*/2(Q) y ademds

€l +ar2.0, < C (Il divulog, + [u-nllor, ).

Construiremos ahora el operador de extensién para las funciones de los espacios discretos. Sea (uy, wy) €
Vi(Qh). Sea T' € 7,F un tridngulo en el borde de €, tal que T' C T, Sea wr el dominio definido por
T\ T. Definimos

u, enf§
uy, ::{ ' Fho

a, enwr:wr C QY \Qp,,

donde 115, denota la extensién natural (por componentes) de la funcién lineal u;, € P;(T)? al conjunto
més grande T (ver definicién D.8). Luego, teniendo en cuenta que divuy|r es constante para todo
T € 7,7 y usando los Lemas D.5 y D.9, obtendremos

|| div w0, = | divug| lwrY/? < Chil?|| div up]lo,r,
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[ |

0,Tid S C ||uh||0,T-

A partir de estos resultados, es inmediato que

il aiv 0, < lManllzcai o)

Sea T' € T7,° un tridngulo en el borde de €2, tal que T' C T, Sea wr el dominio definido por 7%\ T.
Definimos
we — 4 Whoen 97
R0 Wi enwr twr C O\ Qs

donde Wy, € P1(T"%)? denota la extensién natural (por componentes) de la funcién lineal wy, |7 € Py (T)?
al conjunto T%¢. Aplicando el Lema D.9, tendremos

[will, g, < Clwillia,, -
Entonces, el par (uf,, wf) € V(Q) y se verifica
[[(ag, wi)lln < Cll(un, wh)l[va,)-

Consideremos las siguientes situaciones.

- Sea (up, wp) € Gn(Q). A partir de la condicién de compatibilidad en la interfaz, sabemos que
/(uh—wh)-nzo vecrT,,.
¢

Como uy, - n|, es constante y wy, - n|; es una funcién lineal, solo podremos asegurar que uy -n 'y
W}, - 11 coinciden en el punto medio de cada lado ¢ C I'}, . Luego, tomando

1
uh'n‘fzm/wh'n
14

en el calculo de la norma sobre I',, , tendremos

Th?
1 2
fun-nlfr, = 3 141(g [wion) < wienl
ecry, ¢

Procediendo como en el Lema E.7, podemos asegurar que existe una constante C, independiente de
h, tal que

2
0, -

Iwinl3r, < Clwilio, -

Estos resultados nos conducen directamente a la estimacién

[(u, wi)lln < Cll(an, wa)lln,q,- (4.68)

- Sea (up, wp) € Hp(Qp). A partir de la condicién de compatibilidad en la interfaz,

/uh~n|g=O VéCFUL,
y4

de donde obtendremos, nuevamente,

(g wi)l[n < Cll(up, 0)]

Q- (4.69)

Observacion 4.34 Analizando cuidadosamente los cdlculos realizados en la construccidon de los opera-
dores de extension, surge claramente que
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- ¥ |- lng son normas equivalentes en K(2),
- - Ivny ¥ |- lne, son normas equivalentes en Kp(S2p,).

Para cada particién €2, definimos

V(@) =PV(Q) c V()
Ko@) = {< W) € V(D) : (uf — w)lr, +n =0},
Vi@) = Pa(V(® >> c X(6),
K5 () ={< D EVIO): [ on(uf —wi) n=0 V8 € M(T,) .
WO =K@,
Equipamos al espacio suma con la norma || - ||,. Es claro que

1, W)l = [, W)@, Vi w) € KQ).

Introduciremos a continuacién los operadores soluciéon A y Ay, los cuales verificaran las siguientes pro-
piedades:

- estaran asociados a los problemas espectrales (4.27) y (4.30), respectivamente,
- estardn definidos sobre el mismo espacio de funciones,

- estaran acotados uniformemente en la norma || - ||p.

Definimos al operador A por

A:VEQ) — /C@(A

)
(x1,%2) = (u®,w® P ((Xl x2)|q).

Es obvio que (u®,w®)|q = (u,w) € V(2), donde (u,w) <> ((u,w),7), siendo ((u,w),7) solucién del

problema (4.28).

Definimos al operador Aj, andlogo discreto del operador A, por:

Ap V(@) — K(Q) V@) c V()
(x1,%2) > (uf, wf) =Pj 0Ty ((x1,%2)|0,)-
(uy

De la misma manera que en el caso continuo, (uf,w$)|q, = ,Wp) € Vi(Qp), donde (up, wp) <

((up, wr),vn), siendo ((up, wp),vn) solucién del problema (4.32).

Como (por construccién) P : K(Q) — K(Q) y Pp, : Kn()) — ICZ((AZ) definen operadores que estan
uniformemente acotados en la norma || - ||, los operadores lineales A y A; también estardn acotados
uniformemente en la norma || - ||.

Analisis del error

En esta seccién probaremos que los autovalores y las autofunciones del problema (4.30) convergen a los
autovalores y autofunciones del problema (4.27) sin introducir modos de vibracién espurios. También
analizaremos el orden de covergencia de las aproximaciones y probaremos que es (en cierto sentido)
optimo.

Antes de probar estos resultados, necesitaremos establecer varios lemas. En los siguientes lemas estimare-
mos los errores de consistencia del método (no conforme) que hemos elegido para discretizar el problema
(4.30). Este método fue introducido y analizado en [33] pero solo para dominios poligonales.

De aqui en adelante, r := min{s, t}, rp := min{8,,t} y 7 := min{ry, a}, siendo s, t, @ y §, las constantes
de regularidad definidas en el Teorema 4.29, la observacion 4.33 y el Lema E.12, respectivamente.

Sea (f,g) un elemento arbitrario del espacio G¢(Q) U G(Q) (ver observacién E.22). Consideremos las
soluciones (u®,w®) := A(f,g) y (uf,wy) = A,(f,g).
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Lema 4.35 FEuxiste una constante positiva C tal que

[(u®,we) = (uf, wi)|ln < C( inf (@ =& W = vi)lno, + [0 —Ollgaiva,,)
(&, vi)EKCR ()
n sup an((0 —up, W —wp), (0, 2n))
(0,20) KR (D) (M5, 20) [ n.2,

= a0, 00, + IW = Wile ey, )-
Prueba. Teniendo en cuenta la definicién de la norma || - ||, es claro que
I, w) = f wi2 = et = w2+ I = W

= v =l givia,, ) + W =Wl

2 Fh >
+lu— uic;”H(div;QF\QFh) +lw — W}C;HLQS\QS}L‘

Sea (&;,,vn) un elemento arbitrario de KCp,(2p). Eligiendo (0, w) = (V{, w®), como en la observacién

E.17. podremos escribir

la =l iy ) + W =Wl oy, < 20100 = &, W = va) I q, + [I(un = &, wa = va) 2.0, ). (4.70)
Ahora, dado que aj, es continua y coerciva sobre Kp,(€2,) (uniformemente en h), tendremos

Coll(un = &y wn = vi)lli g, < an((un — &, Wi — Vi), (U — &, Wi — Vi)
=ap((@ — &, W —vp), (un — &, Wi — Vi)
- ah((ﬁ - uhaw - Wh)ﬂ (uh - Eh?wh - vh))
< Cul[o = &pllu(aiviog,) lun = &nllm(aiv o
+ Co||W = vall1,0,, [Wh — Va1,
—ap((0—up, W —wy), (up — &, Wi, — Vi),

Fh)

expresion a partir de la cual obtendremos

Il = & wi = Va)ln < C(I8 = Enllmcaivia,,) + W = Valiay,
+ sup ah((ﬁ_ Uh,w _Wh)7(nh7zh))). (471)
(M,,,20) ELH () (M4 20) 1,02

De esta manera, combinando las desigualdades halladas, concluimos la prueba. O

A continuacién, vamos a estimar cada uno de los términos que aparecen en el lado derecho de la de-
sigualdad establecida en el Lema 4.35 por separado. Observemos que el primer término puede acotarse
directamente usando el Lema E.16 y la observacion E.17.

Lema 4.36 FEuxiste una constante positiva C tal que

sup ah((u—uh,W—Wh)a(nh»Zh))

< Ch™
(M,,.2n) €A (D) (M4 20) |02

(f7g)Hh~

Prueba. Recordemos primero que el nicleo discreto admite la siguiente descomposicién (ver seccién E.1)
Kn(Qn) = Hn(Qn) ® Gn(Qn).
Sea entonces (1;,,2,) un elemento arbitrario de Gp,(€2). Tendremos

an((@ —up, W —wp), (1, 2n)) ZPFCQ/ diV(ﬁ—uh)diVm+ﬂp/ (G—uy)-n,

QFh QFh,

+/Q U(W—Wh):e(ZhHPS/Q (W —wn) -2

Sh Sh

= chz/Q diva divny, + px / a-n, —&—/Q o(W) : e(zp)

QFh Sh

Fh
+ps/ W~zh—pF/ f-nh—ps/ g Zh-
QSh Q Q

Fh Sh

(4.72)
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Los primeros cuatro términos en el lado derecho de la expresion anterior, pueden ser escritos de la siguiente
manera

pFC2/ divia divnh—FpF/ a-n, ZpFCQ/S diva divni—ka/
¢ 2 Q

2Fh th

a-nj,
F
+pF02 / diva divny, + px / a-n, (4.73)
QFh\QF QFh,\QF
—ppc? diva divnj, —pF/ a-n
Q\Q Qp\Qy,,

e
h>
Fh

/| a<w>:e<zh>+p8/ﬂyvv-zh S TR AT

Sh S S

+/QS,I\QS o(W) : e(zn) + ps / W -z (4.74)

Qsh \QS
- o (W) : e(25) — p. W7
Qs \QSh QS \QSh
Como el par (n5,2z5)|q € V(Q2), podriamos usarlo como funcidn test en el problema 4.28. Haciendo esto
y teniendo en cuenta la definicién de @1, obtendremos

chg/ divﬁdivnierF/ ﬁ~n‘ﬁ+/ U(W)=€(Zi)+ps/ w - zj,
Q Qg

QF QF S
:pF/ (02(divu+é) divnz+ﬁ-n;) +/ (a(w):s(z;)+psw-z;) (4.75)
Q, Qg
oo [ (edvni@-wenmi o) 4o [ gesi [ Aoz
Qp Qg r,

Reemplazando las ecuaciones (4.73)-(4.75) en (4.72), resultard

ah((ﬁ —up, W — Wh)7 (nhv zh))

= Pr f"lZ*PF/ f'nh+ps/ g~Z7L*pS/ g7y
Q,\Q Q. \Q Q.\Q Qg \ Q2

Fh Fh F S Sh

+pF/ c2édivni+(ﬁ—u)~ni)—/ Y(nj, - n—zj, - n)
1—‘I

+PF/ ¢ diva diV’?h+ﬁ'771L) —PF/
Qe \

+ (o’(vi/) ce(zp) + pg W - zh) - / (a(w) ce(zf) +psw- zi)
Qg, \ Qg Q\Qg),

(4.76)
(02 diva divyj, —a- ni)

Todos los términos en el lado derecho de la expresién anterior pueden acotarse usando los Lemas E.24-
E.31. Asi, obtendremos

sup ap (0 —up, W —wy), (1, 21))

(M,,21) €G1 () (M4 Z0) |10,

< OR™|[(£, 2)lln- (4.77)

Elijamos ahora un elemento (n;,0) en H(€2),). Tendremos

ah((ﬁ - uhvw - Wh)? (nhvo)) = Pr

(ﬂ—uh)-nh=pp/A ﬁ-ni—pF/ f-mn,
Fh Q Q

F F

(ﬁ—u)-niﬂ)F/ ﬁ~nh+pF/ u-n; o (4.78)
f-n,.

S

Fh

= Pr

S— 5

—Pr

S

[N

A partir de la descomposicién (discreta) de Helmholtz, sabemos que

n, = curlpy, pn € Z(2y,)-
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Sea p la funcién asociada a py, (ver definicién D.10). Sea 7) = curlp. Es facil verificar que (7, 0) € V().
Luego, podemos elegirlo como funcion test en el problem 4.28. De esta manera, obtendremos

pF/ u',f’:pF/ fﬁ
Q. Q.

Reemplazando este resultado en la ecuacién (4.78), tendremos

€

an (@ — ¥ —wi), (7, 0)) = pF/Q ()

F

+pp / a-ny, + pe / u-(n, —n) (4.79)
QFh\QF Q

—Pr f(niﬁ)ﬂpj f'nh'
Q Q. \Qp

F Fh
Los términos que aparecen en el lado derecho de la expresion anterior pueden acotarse usando los Lemas
E.32 - E.35. Haciendo esto, llegamos a

sup ah((ﬁ_uhvw_wh)a(nhvo))
(1,,.0)€Hn () (71, 0)[ 1.2,

< OR™ (£, 2)lln- (4.80)

Asi, las desigualdades (4.77) y (4.80), nos permiten concluir la prueba. O
Lema 4.37 Eziste una constante positiva C' tal que

)y Sh™(f,8)

[u® —allmcaiv;o,, 0,0-

Prueba. Tendremos

[u® = allmcaivio,,) < lla=algave.ne,,) + 0= almve,, o)

Gracias al Lema E.12,

_{ ) 1 ) (r+3n)/2
u =1l gaivo.ne,,) < lu—10ladvo,) < CRTTE(E, 8) o0

Como @ € H*"(div;(),), aplicando el Lema D.6 y usando la estimacién (E.11),

[u® —allmcaivio, o) < Cullacave,, o) + 18l zay ;QFh\QF)>
o) + 1ol )
(fa g)' O,Q)~

Sea T' € 7,7 un tridngulo en el borde del dominio 2, tal que T D T, Sea wr el conjunto definido por
T\ T*. A partir de la definicién de la extensién u®, tendremos

0 caivio,, o) = O 1VEIRwr = IVEIR a0y, -
TEB,,
TDT'Ld

< C(lacaiv;e,,

< C (ullm(aiv;o,, \0p) + 2"

Procediendo como lo hicimos en la prueba de la Propiedad E.19 (ver Pasos Iy 2 en esa demostracion),
usando la estimacién (4.67), la condicién de compatibilidad sobre la interfaz I', y el Teorema 4.29,
llegaremos a

IVEllo.og\q, < ChEllrana, < ChY|(E,8)llo.0

Nbg —

De esta manera, el lema es una consecuencia de las estimaciones halladas. O

Lema 4.38 Fuxiste una constante positiva C tal que

W = whllioga,, < CR™I(E 8)loa-

102



Prueba. Sabemos que

€ €
W —will1,00\0,, <| (W —wi)llo.o e,

Gracias a los Lemas D.6 y D.9, el Teorema 4.29 y la estimacién (4.65), podremos obtener
Iw = Wil <C(IWlane, +IWiloane,, ) < Ch(Iwlha, + IWilia, ) < ChIE )y

Sea T' € 7,5 un tridngulo en el borde del dominio Qg tal que T C T, Sea wr el conjunto definido por
T\ T*. Gracias a los Lemas D.7 y D.9, obtendremos ahora

||V(W_W2)||8,QS\QS’I = Z IV(w —wp)
TeBg,
TCcT™
2t 2
<C Y (IVw = wa)llor + W[V (w = wi) o res )
TeBg,
TcTid

<cC (||V(we — w2

2

h4t<||W|| 14,9 + Hwh” ))7

donde hemos usado que [|[VW | ria = [[VWE | i, ya que wilp € Pi(T%)2. El término ||[V(w® —
wi)llo,0,, puede ser acotado combinando las estimaciones (4.70) y (4.71) en la prueba del Lema 4.35 y
usando los Lemas 4.36 y E.16 junto con la observacién E.17. Los términos ||w||?,,, Q. ¥ Iwi I3, a, pueden

ser acotados directamente usando el Teorema 4.29, el Lema D.9 y la estimacion (4 65). Hamendo esto,
obtendremos
W = whll1ag, <Ch™(£8)ll - (4.81)

"TSh T

Asi, el lema es una consecuencia de las estimaciones halladas. O
Lema 4.39 FEzite una constante positiva C tal que
[u—ujllmcaivone,,) <P"IE )l a-
Prueba. Sea T" € 7," un tridngulo en el borde de €2, tal que T' C T, Sea wr el conjunto definido

por T\ T. Dado que u§|ria € P(T")2, uf|ra € HY(T')2. Dado que uplr € Ro(T), ||Vus o1 =
%H div u§ ||o 7ia. Luego, para todo s € (1/2,1], tendremos

il e < C s < C (0§13 s + VG2 700) < C (0 s+ [ div a2 ) V2
Teniendo en cuenta ahora las propiedades de la extensién discreta, podremos escribir
uills,ria < Cllunlla(aiv 1)
[ divug |5 i = || divag[lo,ria < C divuglo,r.

Aplicando los Lemas D.7 y D.9, obtendremos

2
Ju—uglEa, = (= o+ A% u - ugl, )
< C(lhu = wnlld - + % ([l s + 11 7))

< C(Jlu = wnld 7+ 1% ()2 s + Inl e ) )

2
| div (u — )3 (Hdlv w = w)llo,r + A% div (u — ug) | e )
C(Jdiv (= up) 3.7+ 1 (| div a2 g + | div ]2 7. ))

< (| div (= wn) 3.7 + 0% (| divul2 g + | divunf3 1 ) ).
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Combinando las dos expresiones anteriores y usando los mismos argumentos que los empleados en la
prueba del Lema 4.38, llegaremos a

lu =il a0, = D 0= il + 1 div(a—ui)lE.,
TEBFh

TCT (4.82)
< C(Hue - uh”%{(div,QFh) + hts ||UH12qs(div,QF) + un i aiv ,QFh)D
< Ch™|(f,8)lo.a-

De esta manera, concluimos la prueba. O

El siguiente resultado es una consecuencia directa de los Lemas 4.35-4.39.
Lema 4.40 Para todo elemento (£,g) en G¢(Q) UG(Q), existe una constante positica C tal que

I(A = Ap)(E.g)lln < Ch™ (£, 8)ll 0
Ahora estamos en condiciones de probar las propiedades P1 y P2 que nos permitirdn establecer la

convergencia de las aproximaciones.

Sea A > 0 un valor propio de A, con multiplicidad algebraica igual a m. Sea E ,\(W(Q)) el espacio propio
asociado con .

Teorema 4.41 (P1) Para cada autofuncion (u¢,w®) de A asociada a X, existe una constante C, estric-
tamente positiva, tal que

inf [, w®) = (25, Vi) la < Ch™[|(u®, w®)|.

(2, .v§) €K ()
Prueba. Como A =PoT y T(u,w) = A\(u,w), aplicando el Teorema 4.29, tendremos
lalls.q, +lIwlhiteo, + [ divulliise, < Cll(a,w)lo.o- (4.83)

Sean (@, w), como en la observacién E.17, y (zp,vp) un elemento arbitrario de KCp(€p,). Usando la
desigualdad triangular, obtendremos

[, we) = (2, Vi)l <0 =0l gy a0, + 1@W) = (2n, va)llo, + [0 =25 [ 2 (aiv 0,00

+Hw = villLo e, -

en)

El primer término en el lado derecho de la desigualdad anterior, puede acotarse facilmente usando los
Lemas E.12 y 4.37 y teniendo en cuenta la estimacién (4.83). En efecto,

[ = @l a5, < 0= Glrcaiv,o,) + 10 = Gl 0, < CH™ (W) o
Pasaremos ahora a acotar los otros tres términos. Para ello, observemos primero que Ip, (4, W) € K1, (Q4),
siendo I el operador de interpolacién definido en la seccion E.4. Luego, nada impide que elijamos
(21, vp) = I (4, w). A partir de la observacién E.17 y usando la estimacion (4.83), tendremos

1@, W) = (zn, vi)l|n0, < Ch™

(u, w)lo.0- (4.84)

Procediendo como lo hicimos en la prueba del Lema 4.39, teniendo en cuenta los resultados de regularidad
(E.11)-(E.12) y usando las estimaciones (4.83)-(4.84), tendremos

”ﬁ B ZZH?{(diV Qe \Qpy,) = C(”ﬁ B ZhH%{(diV Qpy) + b ﬁ”%{‘”i(diV’QF) + b HZhH?{(div ,Qph))

< (Chm il w)lo + 18 = 2nll a0y, + 18l av o)
< O, w) oo
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Procediendo ahora como en la prueba del Lema 4.38, podremos escribir

Iw = vilZ a0, < IW - ViR ana, +C (196 —vilda,, + " (1w, + IVil3a, ))-

Luego, usando el Lema D.9 y el Teorema (D.4), tendremos

0000y, < Ch(IWlhine, +IVillua, ) < Ch(IWlhina, + Ivallva,, )
< Ch(IWlhseo, + W = Vallia,, + Wl )

<Ch ||W||1+t,QS + HW B vh‘”l’QSh),

[w — il

"TSh

Vile, < Clvallie,, <€ (IF = vallia, +IWlhe, ) <€ (IW = valia,, + Wl )-

Usando nuevamente las estimaciones (4.83) y (4.84), llegaremos a
e Th
W = villLog\e, < CR™[|[(w,w)lo,0-
Finalmente, combinando las estimaciones halladas, podremos concluir la prueba O
Teorema 4.42 (P2) Existe una constante positiva C tal que
1A — A, gf)lln < CHm™ 020 (8F gl )lln - V(E; gf) € Kh(9).
Prueba. Sabemos que todo elemento (ff,gf) € ICZ(SA)) admite la siguiente descomposicién ortogonal
(f5, 81 )|, = (fir,0) ® (fon, g1),

con (fi,,0) € Hp(Q) v (for,81) € Gr(Qp). Sea (f,g) € é(ﬁ) (ver observacién E.22). Entonces, usando
la desigualdad triangular, podremos escribir

[(A—AR)(E gl < (A —Aw)(ff,, 0)][n + (A — Aw)(fs,, &5)lln
(A — Ap) (£, 0)[ln + (A — An)(f, g)n (4.85)

<
<
(A = An) (3, 87) — (£, 8))l[n-

Para acotar el tercer término en el lado derecho de la desigualdad (4.85), tendremos en cuenta que el
operador A — A, € L(X(Q),W(Q)) (ver seccién 3.2). Entonces, usando la Propiedad E.19, tendremos

I(A — An)((F5. 87) — (F.2)lln < C I (E5h. 87) — (£.8)lln < ChY2|[(E5,, &7) - (4.86)

El segundo término puede acotarse usando el Lema 4.40 y la Propiedad E.19 de la siguiente manera:

1A~ ADE R < Oh (€l < Oh (5 2) — (E5,085) I+ (555 251
< Ch7 (W2 + 1)|(£5,, 85) -
A continuacién acotaremos el primer término. Para ganar en claridad, definiremos
(v, we) := A(ff,0) y (uj,w}) = Ap(ff, 0).

Probaremos primero que (uf, wi) = (f7,0). Como (f},,0) € H(Qy,), serd £, = curlpy, conp, € Z5(12,,).
Entonces, un cdlculo directo muestra que

an((fr,0), (ny,,21)) = PF/Q £ - mp, = dn((£r,0), (M, 20))  V(Ny,210) € Va().

Luego, ((uf,w%),vn) = ((f7,0),0) es una solucién del problema 4.32 y, como este problema esta bien
planteado, esta solucién es tunica. Consecuentemente, A, (f7,0) = (f7,0).
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Sea ahora p la funcién associada a py, (segin la definicién D.10). Dado que p € HllI (Q), f= curlp e
H(div;Q,)yf- n|r, = 0. Luego, (f,0) € H(Q). Usando la desigualdad triangular,

I(A = AR)(E0)[n = [I(u®, we) = (£, 0)[[n < [[(u — £, w)||n + [[(F° — £5,0)][ (4.87)
< [(u=£,w)[no+ (0 w)llnane + £ = £l 5 ava,)
Gracias a la Propiedad E.21, tendremos
B — Bl aiv ) < ChY?|y 0., - (4.88)

Por otro lado, como (ff|a_,0) € Q(), el Teorema 4.29 establece que w € H'*(€). Procediendo como
en la prueba de la Propiedad E.19 (ver Pasos I y 2 en esa demostracién), usando el Lema D.6 y el
Teorema 4.29,

||(ueﬂwe)||%,9h\9 = ||Vf||:;1(div,§zs\95h) + ”We”iQSh\QS < C<h2a(||(U,W)||%,Q + hm”“’”%-&-t;ﬂs)
2min{a,t} e 2
<Ch (£ 02 o
(4.89)
Por ultimo, acotaremos el primer término en el lado derecho de la expresién (4.87). Sea (1, z) un elemento

arbitrario de K(£2). A partir de la definicién del problema 4.28, tendremos

amhﬁme@>:%/<ﬁ—bm:m/’ (8~ )7

F

QFOQFh
:p/ £, m — p /fh-n— p/ fn
" Ja,ne,, 2 o T 2 o Tid

TeT,LF TEB,
T T CT
- pF/ (f—1f) n.
id
TeB,
ToT™

Como (u—f,w) € K(€) y a es coerciva sobre K(€2), elegimos (,z) = (u — f,w) para obtener

X . 1/2
la—Ew)lne <€ (S 1= full3 1) (4:90)
TEB,,
o7

Reemplazando las estimaciones (4.88)-(4.90) en (4.87), llegaremos a
I, w®) = (uf,, wi)|| < CR™E2E (87, 0)]| .,

resultado que nos permite concluir la prueba. O

Segun los resultados de la seccién 3.3.1 y en virtud de los teoremas previos, hemos probado que partes
aisladas de o(A) son aproximadas por partes aisladas de o(A}). Como consecuencia, podemos asegurar
que este método numérico no introduce modos de vibracién espurios.

A continuacién probaremos que los espacios propios asociados a Aj convergen con orden éptimo.
Teorema 4.43 (P4) Existe una constante positiva C tal que
1A = An)(w,w)lln < CA™ [, W) ¥(u, w) € Ex(OV(@)).

Prueba. Es una consecuencia directa del Lema 4.40. O

Sean Aip, -+ -, A los m autovalores de Ay que convergen a A (repetidos de acuerdo con sus respectivas

multiplicidades). Sea Ey, WV (£2)) la suma directa de los espacios propios correspondientes. De acuerdo
con los resultados obtenidos en la seccién 3.3.3, los teoremas previos nos permiten asegurar que
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- para cada (up,, wy) € Ey, (W(Q)), dist((un, wp), ExOW(Q)) < C hin||(uy, wp)

- para cada (u,w) € Ex(W(Q)), dist((u,w), Ex, W(Q)) < Ch™ || (0, w)||n.0,
con la distancia siendo medida en la norma || - ||5.

A continuacién probaremos que los autovalores aproximados convergen con doble orden. Para ello, ten-
dremos que verificar que se satisface la Propiedad P5 y estimar los errores de consistencia definidos en
la secciéon 3.3.4.

Teorema 4.44 (P5) Para cada autofuncién (u®,w®) de A asociada a A, existe una constante positiva
C tal que )
1, W) [n.2-g, + (0, w)llng, -0 < C R (0, w)|n,0.

Prueba. Observemos que, como consecuencia de la regularidad de las autofunciones (u, w) del operador
T (ver, en particular, la estimacién (4.83)) y del Lema D.6, vale la siguiente estimacién

10w, w)lln.0-0, < CA"[|(w, w)l|n,q-

Por otro lado, procediendo como en la prueba del Lema 4.37 y usando el Lema D.6 y el Teorema D.4,
tendremos

a0, ) ORI (0wl 0.

0, W)l -0 < C (1l arcaiv 0,10,

Asi, el resultado buscado es inmediato a partir de las dos estimaciones anteriores. O

Lema 4.45 Sea

M= sup _ sup  Jan(A(x,y), (I =D (0, ¢)) — dn((x,y), (n = I)(n, )|,
(x.y)EE(V(Q) (1.P)EEMV (@)
1Goyln=1""J[m.@)ln=1

siendo Iy, la proyeccidn sobre V((AZ), con respecto a la forma bilineal ay,, definida por la ecuacion (3.55).
Exziste una constante positiva C' tal que
My, < Ch"™n,

Prueba. Sea (x,y) € E(V( )), con ||(x,
definicién del operador A, tendremos (u,
que (u,v)|q € H® 1+§(d1V Q) x HTY(

¥)lln = 1, y pongamos (u,v) = A(x,y). De acuerdo con la
v) =P o T(x,y)|q. Luego, a partir del Teorema 4.29, sabemos
)y

<) ¥y que

5,0, T IVli+e0o, + Idivulliss o, < COll(x,¥)]oe < C.

Tomando alternativamente (&€,0), con & € D(Q,) y (0,%), con ¥ € D(Qy), como funcidn test en el
problema (4.28) y procediendo de manera standard, puede probarse que (u, v)|q es también solucién del
siguiente problema fuerte:

ppcV(divu) + ppu = p.x en ., (4.91)
div [o(V)] + psV = pgy en ), (4.92)
(u—v) - n=0 sobre T', (4.93)

o(v)n — (*p, divu)n = 0 sobre T, (4.94)
o(vin=0 sobre I', (4.95)

v=0 sobre I',. (4.96)

La condicién de borde sobre I'j corresponde a la definicién de los espacios variacionales. La condicién
de compatibilidad cinemética (4.93) puede ser entendida en el sentido de L?(T,). La condicién natural
de borde sobre T'y y la condicién de compatibilidad cinética (4.94) se obtienen después de integrar por
partes y tienen que ser entendidas en el sentido de H—1/2(T',) (ver la prueba del Teorema 2.1 en [33] para
maés detalles).
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Sea (1, ) € EV(Q)), con ||(n,@)|ln = 1, y pongamos (z,w) = (I, — I)(n, ) € X(Q). De la definicién
de IIj,, sabemos que II;(n, ) € K5 () (ver seccién 3.4.1). Luego, gracias al Lema 3.21 y al Teorema
4.41, la siguiente estimacion serd valida

1(z, w)|[n < Ch™. (4.97)

Multiplicando las ecuaciones (4.91) y (4.92) por 1 y ¢, respectivamente, e integrando por partes, tendre-
mos

ah((uvv)a(sz)) _dh((x va))

—ppc? lellleZ—pF/ u- z—/ a(v):e(w)—ps/ V-w

Q. \ 2 Qp, \ 2 Qg \ Qg \
+ppc? divudivz + p, / o(v):e(w)+ pg

.\, Q, Q\Qg, Q\Qg, (4.98)
+pp X-Z+ps/ YW= pp X‘z—ps/ y-w

QF\QFh QS \QSh QFh\QF QS\QSh

+ppc? divuz-n— [ o(v)w-n.

r r

I I

Los primeros términos en el lado derecho de la expresion anterior pueden acotarse facilmente. En efecto,
teniendo en cuenta la regularidad de los elementos de E(W(Q)) y usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, el Lema D.6, el Teorema 4.44 y la estimacién (4.97), puede probarse que

[ cvudiva () o(v) i e(w)+ p, (v =) - w| < CHH
Q.\Q

QS\QSH,
pF/ Adivudivz + (u — x) ‘/ €(W)+pS(V—y)~W‘§Ch2’qh.
\Qp Q,
Consideraremos ahora los términos restantes. En lo que sigue, serd (n,,¢;,) = IIn(n,¢). Dado que

(n,¢) € E(V(Q)), tendremos

(z—w)-nlr, = (n, — ) 1lr,.
Usando la ecuacién (4.94) para eliminar la componente normal del tensor de esfuerzos sobre la interfaz en
términos de la presién ejercida por el fluido y teniendo en cuenta la condicién de borde (4.93), obtendremos

pFCQ/ divuz~n—/F o‘(v)w~n:pF02/ divu (n, — ) ' n

1—‘I I 1—‘I

—_~—

Sea divu la extensién de la funcién divulg_ € H'5(Q,) a R? como en el Teorema D.4. Sea T un

triangulo en el borde del dominio Q,, y sea wy el conjunto definido por T\ T o T\ T, segiin corresponda.
Un célculo sencillo nos conducira a

—_~—

[ divum—e)m= 3 an) [ dvum-g) s [ daem e o

TeBg, dwr

donde el coeficiente €(T") estd definido por

e

1 siTcT,
T) "{ —-1 siTCT.

A continuacién, acotaremos el primer término en el lado derecho de la expresién anterior. En virtud de
la definicién de Iy, (1, — ;) € H(div;wr). Por lo tanto,

/ divu(n, — ) -n=/ (Mn — n) -Vgi;ﬁJr/ div (1), - @) divu.
Owr wTr

wT
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Sumando sobre todos los tridngulos en B
Teorema D.4, obtendremos

usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema D.6 y el

Fh?

S| [ dvatm -0 ] < CRldvali, [0 edlhoo, oo, 0,
TeBL, dwr

Usando ahora el Teorema 4.44 y la estimacién (4.97), tendremos

[(Mn: er)lln0 0, vo,, o, < 1z W)llho o, va,, o, T 1M @)lnao o, v, \0, <CR™.

Acotaremos ahora el término restante. Sea P~ la proyeccion L*(T,, )-ortogonal sobre las funciones cons-

tantes a trozos definidas en I',,. Dado que II(n, ) € ICi(ﬁ), la condicién de compatibilidad sobre I,
implica que 71, -n = Pr_ (¢}, -n). Luego,

h

<||(T=Fr, Jdivulor, [[(Pr, =D(pn-n)lor, -

‘A dlvu(nh_‘Ph)n’ = ‘/F (I_PFIh,)divu(PFI) I)(‘Phn)
1 1 o

Ademds, es claro que

[(Pr,, = Dlen-n)lor, <[P, —Die-n)lor, +I(Fr, —I(p, n—¢-n)
<|[(Pr, —D(e-n)lor,, +I(e,—¢) nlor, -

0,I'y,

Como divu € HYW (), s € (1/2,1], y ¢ € H*(Q,)2, t € (0,1], tendremos, de acuerdo con el Lema
E.6,

|[(I—Pr,)divulor, < Chlldivulitse, <Ch,
H(PFM —D(p- n)||07rlh < Chmfn{1,1/2+1t}||(P||1+t7QS < ¢ pmin{1,1/2+t}

y, finalmente, usando el Lema E.7 y la estimacién (4.97),

Lo, < Cll(z.w)lln < Ch™.

g —

[(en =) nllor, <Cle,—e¢

De esta manera, combinando las estimaciones halladas, podremos concluir la prueba. O

Lema 4.46 Sea

Np=  sup _ sup  |an(A(x,y), (,¢)) — du((x,¥), (0, )]
(x,y)EE(V(D) (1.9)EEV(D))
1Gl=1"lI(M.P)ln=1

Eziste una constante positiva C' tal que X
Ny < Ch™t7,

Prueba. Igual a la prueba del lema previo, sustituyendo (II;, — I)(n, ¢) por (1, ) y teniendo en cuenta
que, en este caso,

pFCQ/ divu (n—¢) -n=0.

Iy

d

De acuerdo con los resultados de la seccién 3.3.4 (ver Teorema 3.29), podemos asegurar que los autovalores
aproximados convergen con orden 6ptimo. Estableceremos este resultado en el siguiente teorema.

Teorema 4.47 Existe una constante positiva C' tal que

méax |\ — Aip| < C R,
1=1,---;m
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Prueba. Es una consecuencia directa de los Teoremas 4.41-4.44 y de los lemas previos. O

Observacion 4.48 Denotemos por 0 y 0y, a los mdzimos dngulos re-entrantes presentes en los dominios
0, yQ,,, respectivamente. Dado que T, se asumidé C* a trozos, tendremos que 0, — 0 a medida que h — 0.
Cosecuentemente, sy y 8, serdn asintdticamente iguales a s y, por lo tanto, rp, serd asintoticamente igual
a r. Concluimos entonces que

lim 75, = min{r, a}.

h—0
Por otro lado, teniendo en cuenta que los desplazamientos en la estructura son solucion del siguiente
problema de elasticidad lineal

—div [o(w)] + oW = pyg en 0,
o(wn = (p.c?divu)n sobre I},
o(wn, =0 sobre Ty,
w =0 sobre I',,

tendremos que, para g € L*(Q) y (ppc? divu)n € L3(T,), serd o >t [111].

Approximacién de la presién en la interfaz

En esta seccién probaremos que la presién aproximada sobre la interfaz converge con el mismo orden que
los desplazamientos.

Sea 7, la aproximacién de la presién ejercida por el fluido sobre la interfaz discreta I';,. Denotaremos
por v; a la extensién (continua) de v, a Q. \ Q,, UQ,, \ Q. definida de manera que sea constante sobre
direcciones normales a I';,. Como +;, es constante a trozos, tendremos que 7; serd constante a trozos
sobre I',.

Teorema 4.49 Sean (A, ((w,w),7)) y (An, ((un, Wr),vn)) pares propios correspondientes a los problemas
4.27 y 4.30, respectivamente, tales que A\, — A cuando h — 0 y ||(u®, w®)—(u§, w§ ||, < Ch™||(u, w)|5.q-
FEntonces, A

I = llor, < CR™ [[(w, w)][n,0-

—~—

Prueba. Sea divu la extensién de la funcién divu € H'T$(Q,) a R? definida como en el Teorema D.4.

—
Sea ¢ la restriccién de la funcién —p,.c? div u sobre la interfaz I}, . Denotaremos por ¢ a la diferencia

v - 72|p1. Sean ( y 7 las extensiones de ( y v a T}, , respectivamente, obtenidas segiin la construccién

dada en [47] (ver seccién E.2). Es facil comprobar que ( = 7 — 7;,. Luego, usando los Lemas E.1-E.2,
tendremos

Illo.r, < Clicllor,, < CUF = llor,, + 17 =mllor,) < C(h(ldivulsa, + 17 = mlor,,)-

Ih

La prueba se completa combinando los argumentos presentados en [34] (ver la prueba del Teorema 8.1
en esa referencia) con las técnicas empleadas en la prueba del Lemma E.31 y la estimacién anterior. O

4.3 Dominios curvos y espacios discretos no conformes

4.3.1 El problema de autovalores de Laplace con condiciones de borde de Neumann

En esta seccién, analizaremos el problema de autovalores del operador de Laplace definido sobre un
dominio curvo, con condicién de borde de Neumann, y su aproximaciéon por un método discontinuo de
Galerkin.

El problema espectral de Laplace definido sobre dominios curvos ya ha sido analizado en varios trabajos
anteriores pero solo usando métodos conformes. Por ejemplo, en [133, 165, 166, 167] se considera este
problema con condiciones de borde de Dirichlet, en [116], con condiciones de borde de Neumann y en [1],
con condiciones de borde mixtas.
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En la actualidad, no se conocen resultados similares utilizando un método discontinuo de Galerkin.

En 1973, Reed-Hill [148] introdujeron los métodos discontinuos de Galerkin (DG) como métodos numéri-
cos adecuados para aproximar ecuaciones de tipo hiperbdlico. También en los anos 70, pero de manera
totalmente independiente, se propusieron varios métodos de Galerkin basados en elementos finitos dis-
continuos para aproximar problemas elipticos y parabdlicos [14, 30, 96, 174]. A estos esquemas numéricos
se los denominé originalmente interior penalty methods (IP) y su desarrollo permanecié por muchos anos
independiente del desarrollo de los métodos DG. Actualmente, se cuenta con una teoria unificada que
permite el andlisis de una clase muy amplia de métodos DG para problemas elipticos de segundo orden
[19].

Los métodos DG también han sido utilizados para aproximar los espectros del operador de Laplace [12]
y de Maxwell [60]. En ambos trabajos, se asumieron dominios poligonales y condiciones de frontera de
Dirichlet.

Definicién del problema continuo

Sea 2 C R? un dominio acotado, simplemente conexo, no necesariamente convexo, con un borde I' := 99
Lipschitz y suave a trozos. Més atin, supondremos que I' es de clase C? a trozos. Indicaremos con n al
vector unitario en la direccién normal al borde I, positivamente orientado.

Consideremos el siguiente problema de autovalores:

Encontrar u #0 y p € R tal que
—Au+u =pu en €,

ou =0 sobre I. (4.99)
on

Sean XQ) := L?(Q) y V(Q) := H(Q), equipados con las normas usuales. Sean a y b las formas bilineales
definidas por

a(u,v) ::/Vu'Ver/uv Yu,v € V(Q),
Q Q

b(u,v) = /qu Yu,v € X ().

Claramente, a es continua y coerciva sobre V(£2) y b es continua sobre X (€2). No es dificil comprobar que
el problema (4.99) puede ser re-escrito de la siguiente manera:

Encontrar p e R y u € V(Q), u# 0, tal que

a(u,v) = pb(u,v) Yo e V(). (4.100)

Es bien sabido que este problema tiene un conjunto infinito numerable de autovalores, todos positivos y
de multiplicidad finita, sin puntos de acumulacién finitos. Escribiremos

l=p <po<pg <+ <pgpg <o — +00

donde cada autovalor aparece tantas veces como lo indique su multiplicidad. Ademés, las funciones propias
correspondientes, {uy}72,, son L?(£2)-ortogonales y forman una base para H'().

El operador solucién correspondiente al problema de autovalores (4.100) sera

T:X(Q) — V(Q) < X(Q)
[ —u

donde u es la solucion del siguiente problema fuente:

a(u,v) = b(f,v) YveV(Q). (4.101)
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El Teorema de Lax-Milgran garantiza que el operador T estard bien definido y serd acotado. En efecto,
las propiedades de las formas bilineales aseguran la existencia de una tnica solucién del problema (4.101)
y se verifica

lullv @) < Cllfllog- (4.102)

A causa de la simetria de las formas bilineales, T es un operador autoadjunto. Ademads, gracias a la
inclusién compacta V() — X (), T es un operador compacto. Observemos también que (p,u) es un
par propio del operador T si, y solo si, (%, u) es solucién del problema (4.100).

Las soluciones del problema fuente (4.101) satisfacen la propiedad de regularidad eliptica; es decir, la
solucién v € HT%(Q), para algin s > 0, y vale la siguiente estimacién

[ulli4s,0 < Cllfllo0- (4.103)

De acuerdo con [111], los valores posibles de s solo dependen de la geometria de Q; s = 1 si Q es convexo
o, en caso contrario, s = 7, siendo ¢ el maximo angulo re-entrante en 2. Como consecuencia de estos
resultados, las autofunciones uy, del operador T pertenecen al espacio H'T$(Q) y satisfacen

0,9- (4.104)

lurllis,0 < C lluk]

Discretizacion del problema

Sean €, una aproximacién poligonal del dominio Q y {7, }n>0 una familia de particiones de €2 en
tridngulos. Asumiremos que la familia de particiones satisface todas las propiedades formuladas en la
seccion 4.2.

Para una dada particién 7, de Q, sea &, el conjunto de todos los lados en 7;. Dividiremos a este
conjunto como sigue: &, = EL U EL, siendo Ef = {¢ € &, : £ ¢ T}, el conjunto de los lados internos, y
EF:={t €&, : L CT}, el conjunto de los lados en el borde.

Como es usual en el andlisis de los métodos DG, introduciremos los espacios de Sobolev quebrados H™(Ty,),
m>1,
H™(Ty) := {u € L*(Q,) : ulr € H™(T) VYT € Tp,}.

En este contexto, consideraremos que 7" es un conjunto abierto para asegurar asi que las funciones en
H™(Ty) sean monovaluadas. Los operadores de trazas [[ - ]| y {-}, introducidos en la seccién 5.1, serén
utilizados para definir los valores asignados a las funciones en H™(T) sobre los lados £ € &p,.

Sea Py (T) el espacio de los polinomios de grado menor o igual que k definidos sobre T'. Introducimos el
espacio de elementos finitos discontinuos

Vi) == {vn € X(Qn) : vp|r € PL(T) VT € To} € H(Th).

v lo equipamos con la siguiente norma discreta

lunl$ (0 = llunlld g, + D Tunlie + Y b [un]l 13
TeTh Legfl

A continuacién definiremos un método DG para la discretizacién del problema (4.100). Comenzaremos
por introducir las siguientes formas bilineales ap, : V5 (Qn) X Vi (Q) = Ry by : X(Q2r) x X(Qn) = R,

ap(up,vy) = Z /TVuh -V, —|—/Q UV — Z /g({Vuh} (o]l + {Vun} - [[un]])

TETh teg}

ta Y byt /1Z Tun]] - [on]]  wnsvn € Va(Q),

Leel

bh(uh,vh) = / UR VR, Up, Vp € X(Qh)
Qp

En las expresiones anteriores, hy = |¢| y « es un pardmetro positivo (interior penalty parameter). En
relacién a la continuidad y la coercividad de la forma a;, puede probarse el siguiente resultado.
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Lema 4.50 Ezisten constantes positivas c1, c3 y g, tales que

- an(un, vi)| < eillunllv, @ llvallvi @n)  Yun, ve € Vi(Q4),
- ap(up,up) > 02||uh||‘2/h(9h) Va > ag, Yuy € Vi, (Q).

Prueba. Se obtiene siguiendo los argumentos en [19]. Las constantes solo dependen de los pardmetros
que determinan la regularidad de la particiéon. O

La aproximacién del problema (4.100) se define entonces como sigue:

Encontrar pp, € R y up € Vi (), up # 0, tal que
ah(uh,vh) = ,uhbh(uh,vh) Yoy, € Vh(Qh) (4105)

Observemos que este problema se reduce a un problema de autovalores generalizado que involucra matrices
simétricas y definidas positivas. Luego, el problema (4.105) tendrd un nimero finito de pares propios
(jn, ujn), 1 < j < M(h), M(h) = dimV;(Q4), todos con autovalores positivos. Escribiremos

1= p1p < pop < psp <0 < Uaryns
donde cada autovalor aparece repetido tantas veces como lo indique su multiplicidad.

La versién discreta del operador solucién T estard dada por

Th:X(Qh) —>X(Qh)
o= up,

donde uy, es la solucién del problema
an(un,vn) = bp(f,vn)  Yon € Vi (). (4.106)

Argumentando como en el caso continuo, podremos asegurar que el problema (4.106) tiene solucién dnica

Yy que
lunllvin) < Cllfllo.n- (4.107)

Consecuentemente, el operador T}, estard bien definido y estard acotado uniformemente en h. Una vez
més, como en el caso continuo, (up,up) € R x V,(Q,) es un par propio del operador T}, si, y solo si,
(-1, up,) es solucién del problema (4.105).

an’
Aproximacion espectral

Para analizar la convergencia de las soluciones del problema (4.105), seguiremos la teorfa expuesta en la
seccion 3.2.

Nuestro primer objetivo serd elegir una norma discreta adecuada para funciones con dominio en ).

Definimos:
=SB+ D e+ D 1B+ D TR
TETh TeB, TeB, Leg}
T¢By T CcT TCcT

Observacién 4.51 Las siguientes son expresiones equivalentes para la norma ||-||n. En estas expresiones,
wr indicard el dominio definido por la diferencia T\ T o T\ T, segiin corresponda. Tendremos

g =1, D R = D0 1+ D0 A TG+ 111 e

TEeB TETh Leg}l TEBy,
TCcT TeTid
1R =01+ I e =D 1 gia+ D N TIBe 4D 113 e
TeB, TETh Legl TEB,
TidCT ) TCT
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Por su definicién, la norma || - ||, satisface todos las propiedades requeridas. En particular,

sivlg € V(Q) entonces ||[v][n,a = [|v]lv(q)-

Nuestro proximo objetivo serd definir los operadores de extensiéon P y Py,.

Para las funciones en los espacios del continuo, consideraremos una extensién que preserve la regularidad
de las funciones originales, como la definida en la seccién D; es decir, dentificaremos al operador P con
el operador de extensién de Stein. Luego, en virtud del Teorema (D.4), tendremos

SPV(Q) = V(Q), us u,
- ulg = u,

- Nwtllog < lluflln < Clluflvo-

Para las funciones en los espacios discretos, consideraremos la extension natural definida en D.8. Defini-
remos a Pj, como el operador que realiza esta extensién. A partir del Lema D.9, es claro que

- Ph : Vh(Qh) — X(ﬁ), Up u,c;,

- U2|Qh = Uh,

- Nuillog < luilln < Cllunllv, @u)-

Para cada aproximacién €2y, definimos los espacios
Ve@Q) =PV(Q) cV(©Q),
V(€)= Pr(Va()) € X(Q),
wW(Q) =V +V)(Q).

~

Equipamos al espacio suma W(£2) con la norma || - ||. Es claro que,

~

s = lollyq voeVE),
(W(Q), Il - Hh) — (X((AZ),| . |X(§)) uniformemente en h.

Definiremos a continuacion los operadores que usaremos para analizar la convergencia de las soluciones
del problema (4.105) hacia las soluciones del problema continuo (4.100).

Procediendo como en la seccién 3.2, definimos

A:X(Q) = V) c W) = X(Q)
x —u®=PoT(zlg),

AL X(Q) = VEQ) CcW(Q) = X(Q)
T = ’U,i =P;o0 Th(l‘|gh).

De acuerdo con los resultados de la seccion 3.2, ambos operadores son lineales y estdn acotados unifor-
memente en la norma || - ||5.

El préximo paso sera probar que se satisfacen las propiedades P1 y P2 sobre los espacios discontinuos
Vh(Qh).

Sea A = L un autovalor fijo de A, con multiplicidad algebraica igual a m. Sea Ey(W(Q)) el espacio
propio de A correspondiente a \.
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Teorema 4.52 (P1) Para cada autofuncion u® de A asociada a \, existe una constante C, estrictamente
positiva, tal que

inf ué — 05| v < C A ullo.q,
U}LEV}L(Q}L)| th(Q) o H || '

inf u® —vf || < Ch%||ul|o.q-
L nt = o < C Rl
Prueba. Como u¢ € H*(Q), u® € C°(2). Luego, la interpolada lineal de Lagrange de u®|q, , us, estaré
bien definida. Mds atn, u; € V() N HY(Q4). Sea u$ = Pjus. Denotando wr al conjunto T\ T,
tendremos
2 2 2
lu =gy g = llu® —urlf o, + D llu—uflf o

TeBy,

TCT™
Para h suficientemente chico, el segundo término en el lado derecho de la expresién anterior estara acotado
por el primer término mas un término de orden superior. En efecto, usando el Lema D.7 (caso T C T?)
y el Lema D.9 (ya que u$ es lineal a trozos) tendremos

lu—uflf < C(llu—u

oir + Wl = w1 i)

< C (1w =l o+ Wl = w13 0 + Bll? oo+ B 2 1)

< C(llu=url3 g + Wllu = w113 0. + WIUl2 s + B s 1)

< C(llu = wrl3 g + bl = w13y + blul? g + - (Ju = w37+ 0l 1) )
Es claro que, para hp suficientemente chico, se obtiene

= w3 < € (= urlld g+ Bk u = wrlf g+ Bl )

Sumando sobre todos los tridngulos en el borde tales que T C T y usando resultados de interpolacién
standard, concluimos que
lu® = ugll§ g < C P Fo|lulli4s.0.

Pasaremos ahora a analizar la aproximacién en la norma |||/, Observemos que, gracias al resultado recién

obtenido para la norma || - ||, g v a la definicién de la norma || - ||, solo nos resta acotar los siguientes
términos:
|u® — uﬂ%)m + Z lu — u‘}ﬁ,wT. (4.108)
TeBy,
TCTzd

Procediendo como en el caso anterior; es decir, usando los Lemas D.7 (caso T' C T%%) y D.9, obtendremos

fu=uB oy < C(IV( = unllor + IV = )], e
<o(|v 3.2+ B4V (w = w11 i
<c(|v 13,2+ b (I ul? oo + V013 1))

< C(IV(w = un)l3 1 + W (IVul2 g + 1V (0 = un)3 7 + IVuldr) )-

u ur

(u—ur)
(u—ur)
(u —uy)
(u—ur)
Luego, combinando estas desigualdades, podremos escribir

= w5y < O(lu—wrf} o+ B3Vl 100).

Reemplazando esta expresién en la ecuacién (4.108), sumando sobre todos los tridngulos en el borde tales
que T C T y usando resultados de interpolacién standard, tendremos

et — w52 < O = w2 g + fu® = will g, + W4l 0) < CH2 [l o

Terminamos la prueba, invocando la estimacién (4.104), eligiendo v, = u; y tomando el infimo con
respecto a vy, € Vi, (Qp). O
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Teorema 4.53 (P2) Para todo f € V,(Q), existe una constante positiva C, tal que

I(A = An)felln < Ch*| fllga-

Prueba. Dada f € V;,(2), sean u® = Af° y uy = Ay, f°. Entonces,

e el __ e 2 el2
lu® —ug s, = v —unllph.q, + E lu — up|I7 -
TEBR
TCcT
Procediendo exactamente igual a como procedimos en la prueba del teorema anterior, obtendremos la
siguiente estimacién, véalida para h suficientemente chico,

>l =il by < C (1w =l

TGBh
TcT'Ld

2o, 0l ).

Sea uj la interpolada lineal de Lagrange de u®|q, . A partir del Lema 4.50, tendremos
callur = unll} g, < an(ur —wn,ur — up) = ap(uy — u® up — up) + an(u® — wp,up — up).

Ahora, como u; — u® es una funcién continua sobre €, la definicién de aj nos conduce directamente a

ap(ur —u®,uy — uh)’ < Z ur — w7 llur — upllz + ‘ Z /[{V(ul —u®)}- [[ul - Uhﬂ ‘

TeTh tegl v

Teniendo en cuenta que u; — u¢|r € H'*5(T), podremos aplicar una desigualdad de trazas local para
obtener

— e s— e /2
19 (ur = u)lloe < € (hg IV (ur = u) 3z + 03IV (ur = u)2)

A partir de esta estimacion, tendremos

S [V ) [ur - )| < € (190~ loa, + % ulhren) (32 b7 1 ur —wa] 12)

tegl 't tes!

Luego, usando resultados de interpolacién standard,

< Ch¥|ulliys,0

lur — unlln.qp-

‘ah(m —u®, ur — up)

Combinando todas las estimaciones anteriores y usando la estimacién (4.103), obtendremos finalmente

i ap(u® — up, wp,
lur = unllng, <C (B1f o+ sup 20— tmun) )
wh €V () ”wh”h,ﬂh

En lo que sigue, acotaremos el término de consistencia restante. Observemos que este término aparece
unicamente debido a la discrepancia entre Q y Qy, (ver, e.g., [57]).

Observemos primero que u, solucién del problema variacional (4.106), también es solucién del siguiente

problema fuerte:
—Au+u =f°¢ en

g—z =0 sobre I.

Sea wr el conjunto definido por T\ T% o T \ T, segiin corresponda. Usando la definicién de ay, la
definicién del problema discreto (4.106) e integrando por partes, tendremos
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ap(ué,wp) — ap(up, wy)

:Z/ thJrZ/uwh Z/{VU} wy | /fwh

ap(u® — up, wy)

TeTn T TETh tegl
=Y [ veves X [ wei- Z/{Vu} w] - [ fon
re;, /T TET,, teel 2n
+ Z / €. Vwp, + uwp,) Z / (Vu - Vwy, + uwy)
TeB, “¥T TeB), V9T
TidcT TCT
3u e
Z —Au+u)wy, + n {Vu} [wy]] fu)h
TET; T’d orie o eeg,{
+ Z / (Vu® - Vuwy, + uwy,) Z / (Vu - Vwi + uwy)
TEeB, 9T TeB wr
TicT o cr
s g [t 3 oo [
TET teg]
+ Z / ¢ Vwyp, + uwy) Z / (Vu - Vi + uwy),
TEBy, TEBy,
TCT TCT

No es dificil probar (seguiremos aqui los argumentos en [57]) que

> /Tm 7 Y Z/{Vu} wh]] =0. (4.109)

TETh te€l

En efecto, la regularidad de u (v € H'(Q) y Au € L*(Q)) implica que Vu - n es continua a través de
cada lado interior de la particién. Ademads, Vu - n = 0 sobre cada lado curvo incluido en I'. Dado £ € S,{ ,
denotaremos por T{ y T4 a los elementos de la particién que comparten a ¢; es decir, £ = 9T{ N OT4. Un
célculo directo nos conduce a

> /Tld 7n W = Z/VU 0 (wh|ry = walry) = Z/{Vu} wy]]

TeTh teel tegf

Como consecuencia de estos resultados, solo faltard acotar los siguientes términos para completar la
prueba del teorema:

Z / (Vu® - Vwp, + uwp, — fwp) — Z / (Vu - Vwy, + uwj — fewy).

TeB), “¥T TEB
TCcT TCcT
A partir de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la definicién de la norma || - ||, y usando el Lema D.9,

tendremos

=Y [ veve- 3 [ Ve Ve < (96 bana + IValooa)llwn e

T_GB]L wT T€Bh
TiCcT TcT™

=y / wwn— Y / wwg| < ([ullo.ama + lulo e ) lwnllon,
w w

TeB, YWT TeB, YWT
TzdcT TcTzd
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m= | S [ fun 3w < 1l (enloone + il
TeBR wT TeEBy, wr
TCT TCcT
Usando el Lemma D.6 y las estimaciones (D.4) y (4.103), obtendremos
I+ 11 < O ||ulligsallwnllng, < CP[fUo.ollwnlna,-

Para acotar el tltimo término, usaremos el operador de post-procesamiento (definido en la seccién 5.1)
Ry Vi(Qn) = V() C H'(Q4). Sea z;, = Rpwy,. Entonces, usando los Lemas D.6 y 5.2, tendremos

lwnllg e < 2(lwn = znllg o0 + Iz0l5.000) < C (lwn = 2l5 0, + B2 llznlTq,) < C R wnllf g, -
De manera andaloga, usando los Lemas D.6, D.9 y 5.2,

lwillbona, < 201wf = 25115 va, + 12511 0\0,) < C (lwf, — 25115 0 + P2 1125112 )
< C(lwn = 2nll§ 0, + P2ll2nl 0,) < C B2 [lwnllf o, -

Asi, llegamos al siguiente resultado:

ITT < Chl fllo.gl[wnl

h,Qp, -
Finalmente, colectando las estimaciones anteriores, tendremos

lan (u® — up, wy)|

lwnlln,0

< Cr|lf]

0,Qp 5

resultado que nos permite concluir la prueba. O

De acuerdo con los resultados de las secciones 3.3.1-3.3.2, podemos asegurar que para cada autovalor
aislado A de A, con multiplicidad igual a m, existen exactamente m autovalores Aip, - - -, Ay (repetidos
tantas veces lo indiquen sus respectivas multiplicidades) de A que convergen a A cuando h tiende a cero.
Maés atn, el método converge libre de modos espurios.

Para establecer el orden con el que convergen los pares autofuncién/autovalor del problema aproximado,
seguiremos la linea argumental de la seccion 3.3.3.

~

Consideremos el subespacio de W () definido por
WA(Q) == Ex(W(Q)) + Vi ()

y lo equipamos con la siguiente norma

1112 =11 117 + Z Wl sr + Z Wl sr + Z hz| - §+S,T'id'
TeTh TeEBR TeB,
T¢B, TilcT TcT

Restringida a funciones v;, € V;¢(,), esta norma es equivalente a la norma || - ||;, gracias a las propiedades

del operador Pp. Lo mismo sucede para funciones v € Ex(W()). Observemos que, en este caso, las
propiedades de P estdn basadas en la estimacién (4.104).

Una propiedad importante de la norma || - ||« (puede probarse siguiendo los argumentos en [19]) es la
siguiente:

~

*,Qp V’U/?U S WA(QL

donde C' es una constante positiva que solo depende de la regularidad de Tp,.

an(ul,,vla,) < Clullq,llv

Teorema 4.54 (P3) Para cada autofuncion u® de A asociada a \, existe una constante C, estrictamente
positiva, tal que

inf |lu® — o5l < Ch%|ulloq-
v €EVR(Qn)
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Prueba. Argumentando como en la prueba del Teorema 4.52, sabemos que uy, la interpolada lineal de

Lagrange de u°|q, , estd bien definida. Sea wr = T\ T. A partir de la definicién de la norma || - |,
teniendo en cuenta que Vur|r € Po(T) y las propiedades del operador Py,
lue = bl = flu® —uflls + > AF —wrlfr + Y b= ufliw,
TETh TeBy
TCT™

< C (Jlue = w2 + 2 2, o).

Terminamos la prueba aplicando los Teoremas 4.52 y D.4 y la estimacién (4.104). O

Teorema 4.55 (P4) Existe una constante positiva C' tal que
I(A = An)uell, < Chllulloe Y € Ex(W(D)).

Prueba. Para u® € E,\(W(ﬁ)), la solucién w® = Au® € H'** (@) Por lo tanto, podemos proceder como
en la prueba del Teorema 4.53, con f€ sustituida por u¢, para obtener

1A — An)ulln < ChlJulloq:

Sea wr el conjunto T\ T. A partir de la definicién de la norma || - ||, tendremos
(A~ A2 = A = A+ 30 BEIA — Aur + S0 WFIA — Ay,
T€Th TeBy
TCT™

Teniendo en cuenta que Apu® € V,£(€2), los mismos argumentos que los utilizados en la prueba del
Teorema 4.54 nos conducen directamente a las siguientes estimaciones

Z|A Apufipsr + Z (A = Ap)uffigwn < AU} Ls0

TeTh TEBL
TcTH

|Au®], 5 < CllAullirs0 < CA)ulloo-
Concluiremos la prueba combinando las estimaciones anteriores. O

Teorema 4.56 (P5) Para toda autofuncion u de A asociada a A existe una constante C, estrictamente
positiva, tal que

ulln,onen + lellnona + 1wl one < C A7

Prueba. Es consecuencia directa de la regularidad de las autofunciones del operador A. En efecto, a
partir del Lema D.6 y de la estimacién (4.104), tendremos

< Chullits,0 < CR°ulloq.

[ulln.o\0, =
Procediendo de manera anéloga, usando el Teorema D.4 y la estimacién (4.104),
[ulln.ane < Ch*lullo.o-

Finalmente, sea wy = T'\ T%¢. Usando nuevamente las propiedades de la extensién (ver Teorema D.4), es
inmediato que

Z h%s|u|§+s,wT SChstu”%—i—s,Q'

TeBn
TCT

A partir de estos resultados y de la definicién de la norma || - ||, es claro que

ull«,0\0 < C R

Asi, concluimos la prueba. O

De acuerdo con los resultados de la seccion 3.3.3, podemos asegurar que existen constantes positivas C' y
ho tales que, si h < hg, entonces
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para cada uy, € Ey, (VE(Q)), dist(un, Ex(W(Q))) < Ch*||un s,

para cada u € E,(W (), dist(u, E,\,(Vh"(ﬁ))) < Ch*ulln,
con la distancia siendo medida en la norma || - ||5.

Para establecer el orden con el que convergen los autovalores necesitamos estimar los siguientes términos
de consistencia

M, = sup sup lan(Az, Iy — y) — by (2, Hpy — y)|,
T€EL (W (Q)) yeEA (W ()
llzlln=1 llylln=1
Ny, = sup sup |a;L(AJC,y) - bh(% l/)|,
z€B, (W(Q)) yeEA (W (D))
[lz][n=1 llylln=1

donde II, es el operador de proyeccién definido por
{ Iz = Pray
ap(x —xp,yn) =0 Yyn € VE(Q).
Lema 4.57 Eziste una constante C, estrictamente positiva, tal que
M, < Ch?*.
Prueba. Sea z € E5(W(Q)) con ||z[|, = 1. Sea u = Tx. Sabemos que u € H'**(Q) y, ademés,

I a < Cllullitsa < Cllzfoa < C.

e
||1+87

Testeando (4.101) con funciones suficientemente suaves, concluiremos que u es solucién del siguiente
problema fuerte:
—Au+u =2x en Q,

% =0 sobre I. (4.110)
on

Sea y € E,\(W(Q)) con ||y|ln = 1. Sea y, = Ipy. Claramente, ¥ = y — y, € WA(Q) Multiplicando la
ecuacién (4.110) por ¥ e integrando por partes, tendremos

N ou . N
2 ([ vevi [ )t = ]

Denotemos por wr al conjunto 74\ T o T'\ T, segtin corresponda. Usando (4.109) y teniendo en cuenta
que u es una funcién continua sobre €2, la expresién anterior también puede escribirse de la siguiente

manera
w@. D+ Y [ vuvirg- Y [
wr

TeB), TEB “ T
TcTH TidcT

(Ve - V§+ ucg) = / 5.
Q

A partir de la ecuacién anterior, es inmediato que

an(u®, ) = bp(z,9) = Y / (2§ — Vu-Vi—ug) - > / (xg — Vus - Vj — u°g).
TeB, 9T TeB, “9T
TCTid TidCT

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, las propiedades de la extensién (ver Teorema D.4) y que
x € Ex(W(Q)), tendremos

/ x@\_ / x@\
Q\Qp Qp\Q2
/ fL/\ / e@‘
Q\Qp, Qp\Q

< Ch el allilloq < CRT o a8l g

< CRP |y allillo g < ORIl glldllo
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> / Vu-Vi— Y / Vu© - VG| < Cheluelly, gl1Flln-
TeBR wT TeBR wr
TCcT™ TicT

Finalmente, del Lema 3.21,
[9lln = 1T =Tp)ylla < 1T = Ma)yll < Cynllylle < Ch%,
estimacién que nos permite concluir la prueba. O
Lema 4.58 Eziste una constante C, estrictamente positiva, tal que
N, < Ch*.

Prueba. Es igual a la prueba del lema anterior, cambiando g por y € HHS(Q). a

De acuerdo con los resultados de la seccion 3.3.4, podemos asegurar que existen constantes positivas C' y
ho tales que, si h < hy,
A= din| <CR* i=1,--- m.

Estimaciones de orden superior

En esta seccién probaremos estimaciones del error en la aproximacién DG de las funciones propias del
operador A en la norma | - |X(§).

Observemos que, como consecuencia del Teorema 4.53 y de la inclusién continua W(ﬁ) — X (ﬁ), vale la
siguiente estimacién
(A= A f Ly < Ch o, ¥ € Va(@y):

El siguiente lema prueba que el orden de convergencia es mayor cuando el término fuente pertenece al
autoespacio asociado con .

Lema 4.59 Para f € EA(W(Q)) vale la siguiente estimacion

|(A - Ah)f|x(§) < ChQSHf”o,ﬁ’

~ ~

Prueba. Dada f € Ex(WW(Q2)), sean u® = Af, uf = Apf y ep :=u® —uj, € X(Q). Como es usual en los
argumentos de dualidad, consideraremos el siguiente problema auxiliar

—Aw+w =-ep en €,

ow =0 sobre I (4.111)
on

Sabemos que la solucién w € H'T%(€) y, ademas,
[wlli+s,e < Cllenllo,q- (4.112)

Sea wy € V,¢(2) la solucién del problema discreto conforme

VwI-Vvh—i—/

WiV = / epvp Yoy € th(Qh)
Qp Qp

Qp

En este caso, tendremos
|w —willia < Ch*llenllo.q- (4.113)

La estimacion anterior puede obtenerse siguiendo los mismos argumentos que los usados en la prueba del
Teorema 4.53 o, directamente, del Lema 3.6 en [116].
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Sea wr el conjunto T\ T% o T\ T, segiin corresponda. A partir del problema (4.111) e integrando por

partes
ow
2 _ Vw - Vey — a )
lenll5,o Z </T'id weven /aTid on " Jr/Qweh

TETh

=¥ ([ v —wn)- Ve~ [ gzeh)+/gh<wew1>eh

+§h/ (Vw-Veh—Hueh)— Z/

(Vwe -Vey, + weeh)

TEB;L wT TEB}L wT
TcT TCT
+ E / Vw1~Veh+/ wrep.

Como u y uy, son solucién de los problemas (4.101) y (4.106), respectivamente, y teniendo en cuenta que

wr € Vi () N HY(Qy), tendremos
/Vu'Vw§+/uw§:/fw§,
Q Q Q

> /TVuh-VwI—F/Qh uwy + Y /K{Vw[}[[uh]] :/Qh fwr.

TeTh tegl

Combinando las dos ecuaciones anteriores, llegaremos a

T;/Tsz.VemL/ﬂh wrep Z/wa?—/ﬂh fwr — Z/E{sz}[[w]]

teet
— E (Vu -Vw§ + uw?)
TeB), “9T
TCcT™
+ E / (Vue-VwI—i—uew]).
TYEB}L wT
TilcT

Procediendo como en la prueba del Lema 4.53, encontramos

Luego, reemplazando las dos ultimas expresiones en la ecuacién del error, obtendremos

||€hH3,Q = Z /T (V(we —wy) - Vep + (w® — wI)eh) + Z /é{V(w —wr)}[en]]

TeTh tegl

+ Z / (Vw - Ve, + weh) — Z / (Vwe -Vey, + weeh)
TeB, “¥T TEeB, VYT
TcTid TidcT

—/ (Vu -Vw§ + uw?) +/ (Vue -Vwy + uew1> —|—/ fw§ — / fwr.
o\ Qn\Q A\Qp Qn\Q

A continuacién, acotaremos los términos que aparecen en el lado derecho de la ecuacién anterior por
separado.

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicién de la norma || - ||, es inmediato que
> / (V(we —wr) - Vep + (w° — w1)€h> < lw® —wrll.llenllnen-
TeT;, * T
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Argumentando como en la prueba del Teorema 4.53, obtendremos

S [(vtw—wna]| (V6 - unlos, + wluliea) (X Il Be)

teel Lee]
< C(Jlw* = willva, + A [wlisen) lenln:

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema D.6, tendremos

/ il = / SR / o

/ ”LU
SZ}L\Q

00+ hlwlissa),
/ (Vu -Vw§ + uw?)
A\,

< llo.ve (v = willo.va, + lwllo.ava,)

10l = wg

~

< ChIfla (ot = willg s+ bllwlhon),

/ (Vu-V(w?—w)—l—u(w?—w)—FVu-Vw—Fuw)
O\

< Nulh.ene, (I = wglh.ove, + lwlione, )

< Chflullisa (o = wilie + b lwlia),

[ (vue - Vur v uwn)| < €l (o = will g + o).
Qp\Q ’

> [ (vuVentwen)| < ol ool ~ vl g < CHlwlhsaalu = g

TEBh wr
Tchd

> [ (vurVentwten)| < ool = g < Ol ~ il o
w

TEBy, T
TiCcT

Combinando las estimaciones anteriores con el Teorema 4.55, las estimaciones (4.112), (4.113), (4.103) y
teniendo en cuenta que f pertenece al espacio propio asociado con A (vale Is estimacion (4.104)), podremos
escribir

lenllda < C(h25||€h||o7ﬂ + h*|lw® = wrllo,,n0 + R°||V(w - w1)||o,§) 1 £1

0.. (4.114)

Ahora, utilizando los Lemas D.6 y D.9 y las estimaciones (4.112)-(4.113), tendremos

”we _ wI”(Q)th’\Q < 2<”we”(2),ﬂh\9 + ||w1||(2)79h\9> < C<h2(1+s)||wH%+s,Q + h2||wIHiQh)
< C(R0 Il + 120 ) < CH2 (00 + o = wil o)
< Ch?|lenll§ q-

A partir del Lema D.7 (caso T% C T, llegamos a

2
IV@e —wn)le, < C(IV@=w§)lor + 3V —w)l.r)

< C(IV(w = w)F pia + W7 IV (W = wi)[§ 7 + h7*|w® 2T)
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Sumando sobre todos los tridngulos en el borde, tales que 7% C T, y teniendo en cuenta las propiedades
de la extension,

IV (e = wn)lZ a0 < C(IV(@ = whlB o+ RV — w2 + 5 wli,0)-
A partir de este resultado y considerando h suficientemente chico, las estimaciones (4.112)-(4.113) nos

conducen a
19w = wh)l2g < C(IV(w — w30+ wlnn) < CHenlld o

Reemplazando todo en la expresién (4.114), obtendremos

lenlloe < Ch*[If

o,

Finalmente, teniendo en cuenta que

ot D lenldw,

T‘EB;L
T T

||€h\|(2),§ = |len 3,9 + ||€h||g,szh,\9 = |lexn

y, usando el Lema D.7 (caso T% C T) para acotar los términos en la suma

2
> llenlBur <€ 32 (llenlloria + B lenlr)” < C (el + b llenl?),
TeB, TeBy
TCT TCcT

obtendremos, después de aplicar el Teorema 4.55, el resultado buscado; es decir,
lenllo.g < Ch** | fllog-

Asi concluimos la prueba. O
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CAPITULO D

Estimaciones a posteriori del error

Desde el punto de vista de las aplicaciones, es muy importante tener la capacidad de disenar mallas
correctamente refinadas de manera tal que los errores en la aproximacion se reduzcan tanto como sea
posible y con el menor costo computacional.

La manera standard de alcanzar este objetivo es calcular, sobre una malla inicial 7;, una aproximacién del
par autovector /autovalor de interés y, posteriormente, usar esta aproximacién para construir indicadores
del error para cada elemento T € 7, (es decir, alguna cantidad equivalente al error medido en alguna
norma apropiada) a fin de saber cuales de todos estos elementos deberdn ser nuevamente refinados. Esta
es la idea base en los procesos de refinamiento adaptativo de mallas [149].

El andlisis a posteriori del error para métodos de elementos finitos no-standard, tales como los métodos
mixtos o no-conformes, ha experimentado un notable desarrollo durante los tltimos anos. Sin embargo,
la mayoria de los estudios publicados trata tinicamente con problemas fuente. Entre las muchas y muy
importantes contribuciones, citaremos aqui los siguientes trabajos [100, 86, 118, 154, 2, 65, 71, 72, 73]
(formulacién primaria del problema/aproximacién no-conforme) y [46, 64, 137, 97] (formulacién mixta
del problema/aproximacién conforme).

Debido a las caracteristicas no lineales de los problemas de autovalores, la extensién de las técnicas
desarrolladas originalmente para problemas fuente no es obvia ni directa.

El primer avance en esta direccién se debe a Durdn-Gastaldi-Padra [98], quienes obtuvieron un estimador
del error a posteriori para la aproximacién con métodos mixtos del espectro del operador de Laplace
usando la equivalencia entre el método de Raviart-Thomas de orden cero y el método lineal de Crouzeix-
Raviart. Estas técnicas fueron adaptadas luego para definir indicadores locales del error para métodos
H(div,Q)-conformes [7, 5.

Muy recientemente, aparecieron las primeras publicaciones sobre estimaciones a posteriori para métodos
no-conformes y problemas de autovalores; se deben a Dari-Durdn-Padra [87] y a Dello Russo-Alonso [91].

En esta seccion presentaremos el analisis a posteriori correspondiente a las aproximaciones no-conformes
de los siguientes dos problemas de autovalores:

- de Steklov (formulacién primaria y espacios de Crouzeix-Raviart),

- de las vibraciones en un sélido eldstico (formulacién mixta y espacios de Arnold-Winther).

Las estimaciones del error se obtendran a partir de una descomposicion adecuada del error e introduciendo
una técnica de post-procesamiento.
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5.1 Preliminares

Introduciremos algunas nociones generales y supuestos que utilizaremos a lo largo de este capitulo. Aqui y
en las secciones que siguen, preservaremos la notaciéon empleada en las secciones 3.1-3.3.

A continuacién, nos concentraremos en un par propio (u, 1) en particular (solucién del problema continuo
(3.1)) v su correspondiente aproximacién por elementos finitos (up, up) (solucién del problema discreto
(3.8)). Por simplicidad, asumiremos que u es un autovalor de multiplicidad 1 y (para evitar complicaciones
intrinsecas vinculadas a la aproximacién del domino de definicién) asumiremos que 2 es poligonal.

Al trabajar con métodos no-standard, es frecuente que la norma adecuada para el andlisis a posteriori del
error e, = u — up, no coincida con la norma original; es decir, con la norma que se utilizé para establecer
las estimaciones a priori. Para describir esta situacién apropiadamente, comenzaremos por introducir
nuevos espacios funcionales: U(2), con norma || - ||(), para las funciones del continuo y Up(2) para las
funciones discretas. Exigiremos que

- si v es solucién del problema continuo, entonces v € U(f2),
- sl vy € Vi (), entonces vy, € Up ().

Sea || - ||1,, una norma discreta definida sobre el espacio suma (U + Up)(€2) que verifique las siguientes
condiciones:

- vl

Lh ~ [vllu@ Vo e UQ),

- si |len||n — 0, entonces ||ep||1,n — 0, al menos con la misma rapidez.
Sea {Tn}r>o una familia de triangulaciones del dominio . Asumiremos que 7T, es regular; es decir,
satisface las condiciones establecidas en la seccién 4.1.1.

Buscamos indicadores del error nr, a definir en cada elemento T € Ty, que satisfagan las siguientes
propiedades:

1. Confiabilidad: deben proveer una cota superior para el error global:

1/2
lu—upllin <C ( Z 77%) + h.o.t., (5.1)

TETh

donde h.o.t. denota términos de orden superior, i.e., términos que, cuando h tiende a cero, son muy
pequenos en comparacion con los otros términos en la estimacion.

2. Eficiencia: deben proveer cotas inferiores para los errores locales, tan locales como sea posible, a
fin de indicar cuéles son los elementos de la particién que deben ser refinados:

nr < C ||u — uhHLhﬂT + h.o.t., (52)
donde 07 denota la unién de T y algunos pocos elementos vecinos.
3. Bajo costo computacional: el cédlculo efectivo de i debe ser muy poco costoso en comparacién con
el célculo global del par (up,up).
Notacion

Utilizaremos la notacién de la seccién 4.1.1 en lo que respecta a las triangulaciones del dominio €2 y los
correspondientes conjuntos de nodos, conjuntos de lados internos y de borde.

Para cada T € T}, denotemos por or al méximo didmetro de todos los discos contenidos en 7'y, para cada
¢ € &, denotemos por hy o por ||, indistintamente, a la medida de £. La condicién de regularidad asumida
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para las triangulaciones 7; de €2 implica que existen constantes positivas ¢y y ¢1, que no dependen del
triangulo T, tales que

helor <co VT €Th,

hr/he <c; VL COT.

En los cdlculos con funciones discontinuas, es frecuente el empleo de conceptos tales como salto o promedio
de las funciones sobre los lados de la particién 7.

Sea £ € S}IL, un lado interior que es compartido por los elementos 17 y Tb; i.e., £ = 017 N 9Ts. Sea ny
el vector unitario normal que apunta hacia afuera de T5. Para una funcién vectorial 7, suave a trozos

sobre 7, definimos

{7n} 3((Trlr)le + (Talzs)le),
]|, = Thlm e — Tl o ne,
[[Th]]t = Thlm, X ng — Tl X 1,

——

que corresponden al promedio y a los saltos en la componente normal y tangencial de 75 sobre £, res-
pectivamente. Observemos que estos valores son independientes de la eleccién de la direccién del vector
normal ny. Més atn, sing = (nj,n?), definiremos la direccién tangente por t; = (—n?,nj) y escribiremos

[["'h]]t = Thlr, - te — Thlm - te.

Para una funcién escalar vy, suave a trozos sobre 7y, definimos

{on} = 5((valn)le + (vnlzy)le),
[on]], = (onlz)le — (valmy)les
Lonl] = ((wnlz,)le = (vnlz,)|e)ne

Observemos que [[vh]]z =0siv, € HY(Ty UTy), para todo t > 1.

Para un lado £ en el borde de €2, extenderemos las definiciones anteriores de la siguiente manera
{vn} == vple, [[Uhﬂe = vpe, [[vh]] = (vple)ny te&l,
{Tr}:=Thle, [[Thﬂn = Tple Ny, [[Th]]t = Thle te L&l
A cada T € Ty, le asociaremos los siguientes conjuntos:

0, :=U{T € Tn : T comparte un lado con T},
07 :={T € T : T comparte al menos un vértice con T'}.

Operador de post-procesamiento

Vamos a introducir un procedimiento que permite suavizar las soluciones discontinuas que se obtienen
cuando se utiliza un método no-conforme. Para ello, seguiremos las ideas presentadas por Schieweck [153]
y Karakashian-Pascal [121].

Para ubicarnos en el caso més general, supondremos que el borde I' del dominio §2 puede partirse de la
siguiente manera I' = I'p UT', con I'p NI'y = 0. Supondremos ademds que la solucién buscada satisface
condiciones homogéneas de borde, tipo Dirichlet sobre I'p y tipo Neumann sobre 'y .

Asumiremos también que la triangulacién T, induce sobre I' una particién compatible con las condiciones
de borde; es decir, si £ € 8}; , entonces £ se encuentra enteramente contenido en I'p o en I' y. Denotaremos
por EP :={l € & : ¢NTp # 0} al conjunto de lados tipo Dirichlet y por &Y :={l € & : {NTx # 0} al
conjunto de lados tipo Neumann.

Para k > 1, definimos los espacios discretos

Un(Q) := {v, € L*(Q) : vp|r € Pr(T), VT € Tp,}
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UL(Q) == {vy € CO(Q) : vp|r € Pu(T), VT € To} = Un(Q) N H(Q).

Observemos que US(2) es el espacio de elementos finitos de Lagrange de grado k. Sea {¢, : v € M} la
base candnica correspondiente a este espacio. Una funcion 1, de esta base, es una funcién polinomial de
grado k a trozos y continua, que toma el valor 1 en el nodo x,, y se anula en cualquier otro nodo x, # x,,,
L € Mp,. Paracadav € My, sea 8, :={T € Ty, : x, € T}. Claramente, UTeO,, T = supp ¢,,. Denotaremos
por |6,] al cardinal de 6,.

Para v;, € Up(Q2), definimos el operador de post-procesamiento Ry, : Uy (Q) — US(2) por
Ryop = Y oty
veEMy,
siendo «, el promedio de los valores que v, toma en el nodo x, dado por
1 _ _
Tl Z (vplr)(x,) six, € Q\Tp,
0, =1 ] 2
0 six, €Tp.
Es claro que, asi definido, Ry es un operador lineal. Mas atn, vale el siguiente resultado:
Lema 5.1 El operador de post-procesamiento Ry, satisface
- para todo v, € UZ(QY), Rpvp =y,
- para cada T € Ty, existe una constante C, independiente de h, tal que

1/2
[Rponll1,r < C( > ”vhHiT) Vo, € Un(Q).

TCOr

Prueba. Esté esencialmente contenida en la prueba de los Lemas 2, 3y 7 en [153]. O

Lema 5.2 Para toda uy, € Up(Q)), existe una constante positiva C, que depende solamente de k y de la
reqularidad de Ty, tal que

- Y lun = Ruun | < €O 1 [unll I3 .

TETh ZEE}IL
S0 I [ua]l M3 si ol =0,
I
- lun — Rpun||fp < C R _ .
T; o D I unll l13e + D7 17 luallg,e si o] # 0.
LeEf teep

Prueba. Estd esencialmente contenida en la prueba del Teorema 2.1 en [122] (ver también [121] y las
referencias alli citadas).O

En lo que sigue, C' denotard una constante genérica independiente del pardmetro h y de la solucién u. Esta
constante serd también independiente del autovalor discreto pp, a menos que se especifique lo contrario.

5.2 El problema de autovalores de Steklov

Supongamos que (u, (u,€)) es una solucién de (4.7), con |[(u,&)|lor = 1. A partir de los resultados
obtenidos en la seccién 4.1.1, sabemos que existe (fn, (un, &p)) solucién de (4.13), con ||(un,&n)llor = 1,
tal que

[(u, &) = (un,&n)lln < Ch", (5.3)
lu—unlor < CH/?, (5.4)
lw—pn] < CR, (5.5)
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donde 7 es el coeficiente de regularidad definido en el Lema 4.1 (aplicar el Lema B.1, reemplazando u por
(u, &) e identificando || - ||« con || - |jo,r)-

El primer paso para establecer estimaciones a posteriori del error en la aproximacion de la autofuncién
up, consiste en elegir una norma adecuada para medir el error. Para ello, introduciremos los espacios de
funciones

U :=HYQ),

U, :=CRL(),

U}CL = {vh € Hl(ﬂ) : ’Uh|T € Pl(T), VT € 7—h}

A partir de estas definiciones, es inmediato que, si (v,n) € W(h) entonces v € U + U},. Sobre el espacio
suma U + Uy, definimos la siguiente norma discreta

oot X s, (5.6)

TeTh

2
[ollL,n = llv]
la cual, claramente, satisface todas las propiedades listadas en la seccién 5.1.

5.2.1 Indicadores locales del error. Confiabilidad de las estimaciones del error

Consideremos un par propio (u,u) correspondiente al problema de autovalores de Steklov, fijo, y su
aproximacion (up, up) obtenida mediante el método no-conforme de Crouzeix-Raviart. Denotaremos por
ep = u — uy, al error en la aproximacién.

Utilizando la desigualdad triangular, es inmediato que

llenllin < llu — Rypuplli,n + lun — Ruunl1,h,

siendo Rpuy, € U la aproximacion post-procesada asociada a la solucién no-conforme uy,, como se definié
en la seccién anterior.

A partir de la definicién de la norma discreta ||-||1,5, se sigue que las formas bilineales a} son uniformemente
continuas y coercivas sobre U 4 U}, con respecto a esta norma. Luego, existirdn constantes positivas ¢ y
co tales que

P (u— Rpup,v) aj(ep,v)

a
allu —Rpupllin < sup < sup + sup
vel [v]l1,0 vetv |lvlle  ver [v]l1,0

ay (up, — Rpup,v)

al (up, — Rpup,v)

< eallup, — Rpup||1,n-

[vll10
Las constantes ¢; y c¢o son directamente las constantes de coercividad y de continuidad. Observemos que
dependen solamente de los coeficientes variables o y 8 (ver la definicién del problema (4.6)). En lo que
sigue, por razones de simplicidad, nos restringiremos al caso a = 8 = 1. El caso general, requiere solo de
modificaciones técnicas. Obtendremos entonces

ai(ep, v
el < sup ) o~ Ry

vev [0

1,h- (5.7)

A continuacién introduciremos estimadores que nos permitirdn acotar los dos términos que aparecen en
el lado derecho de la ecuacién (5.7) por separado.

Para cada lado ¢ € &, sea
Tog = { [Vunp]], siteéf,

0 sileél.
Definimos
. 1/2
mr = (24 > |€|||Jz,t||%,e>
¢cor
y
1/2
m= (Z 77%,T> :
T67—h
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Lema 5.3 Eziste una constante positiva C, que solo depende de la reqularidad de Ty, tal que
llur, — Rpuplli,n < Cmr.

Prueba. Denotemos por T~ y T a dos tridngulos adyacentes en 7T, y por X al punto medio corres-
pondiente al lado ¢ que comparten. Denotemos por P; = (z;,y;), ¢ = 1,2 a los puntos finales de /.

Entonces,

T+ x To — X + —
1 2 2 1 (g):yl y2+y2 y1§

z(§) = 3

(©) 2 2 ’ 2 2
es una representacion paramétrica de £. Consideremos las extensiones naturales de las funciones lineales
Up|7— ¥ up|r+ al conjunto més grande T~ U T, Por conveniencia en la notacién, seguiremos llamando
up|r- ¥ up|r+ a las funciones extendidas. En esta situacion,

unlrs (€) = unlrs (%) + 1 (Vunlrs 1), —1<€<1 (5:)

Como up|7- and up|7+ coinciden en el punto X,

[un]] (&) = %l(vuﬂw o= Vup|r- -t0)§, —-1<E< 1L

Es inmediato entonces que
_ L
7l 2. = 9 1 [wun] 12 (59)

Concluimos la prueba sumando sobre todos los lados £ € E,{L y usando el Lema 5.2. O

Para cada T € Ty, sea

[Vun]] sifegl
JZ’H = n . T
2(Vuh Ny — ,uhuh)|g sifle gh'

1/2
. ( 2 1 2 >
772,T Ca s 5 s s )
£LCoT

1/2
_ (z n) .
TeTh

Lema 5.4 Ezxiste una constante positiva C, que solo depende de la reqularidad de Ty, tal que

Definimos

a
M < O( 72 + ||‘U/LL — Mhuh||07f‘>7
vet (vl

Prueba. Sea v € U, arbitrario. Integrando por partes y usando la ecuacién (4.7), obtendremos

*(en, v /uv— Z ( Vuh-nv—i—/uhv)
oT T

TeTh

_,i/uvfz/uhvfz/ Vur] vfz/vuh n-— uhu@%uh/w

TET teg} LeEr

:/(uu—uhuh)v—z</uhv—f /Jgn
r et T ecor
(5.10)
Sea ahora v! una aproximacién, lineal a trozos y continua, de v tal que
lv =" llo,r < C |ol1,6,|TI"/2, VT € Ty, (5.11)
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[v—vlloe < Clo|1g |02, VE C T, (5.12)

siendo 7 la unién de T’y unos pocos elementos vecinos (ver [77], ver también [152]). Como v! € UNUp,
podemos usar (4.7) y (4.13) para obtener

* I I 1
ah(u—uh,v)zu/uv —,uh/uhv.
r r

Después de algunos calculos directos, llegamos a

ay(ep,v) = /(,uu—uhuh) vl 4+ a (en,v —v!)

1
Z(ﬂuuhuh)v/ﬂuh(UUI)Q Z Z /ZJe,n(U*UI)

TeTh LCOT

Finalmente, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, las estimaciones para el error en la interpolacién
(5.11) y (5.12) y la definicién del estimador 7, tendremos

ap(en,v) < |[pu — pruplorllvllor + Cnzlv|ia,

a partir de la cual podemos concluir la prueba. O

Guiados por los resultados anteriores, proponemos el siguiente estimador local del error en la aproximacién
no-conforme

2 2 2
N =mn1,7 + M7

n= (Z n%)l/z-

TETh

y definimos

El siguiente teorema establece una cota superior para el error global en términos de 7.

Teorema 5.5 La siguiente estimacion es vdlida:

= unllin < C(n+ = pmunfor ).
Prueba. Es una consecuencia inmediata de los Lemas 5.3 y 5.4 y de la definicién de n. O

Observacion 5.6 FEl Teorema previo muestra que el estimador global provee una cota superior para la
norma (discreta) de la energia del error, salvo términos que son de orden superior comparados con la
estimacion del error establecida en el Lema B.1. En efecto, a partir de la estimacidn (5.4) y teniendo en
cuenta que ||upllor = 1, es facil probar que existen constantes estrictamente positivas C' y hg tales que,

para todo h < hy,
hSr/Z'

lpw = prunllor < lp— pnl+Cp

5.2.2 Eficiencia de los indicadores de error

Nuestro préximo objetivo es mostrar que los estimadores locales 7y proveen una cota inferior para la
norma de la energia del error en una vecindad de T'.

Teorema 5.7 Para todoT € Ty, existe una constante positiva C', que depende solamente de la reqularidad
de los elementos en 6y, tal que

mr < Cllu—unl1,ne,-
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Prueba. A partir de la ecuacién (5.9), bastard con probar que para cada lado ¢ € &/, tal que £ = Ty N Ty,
se verifica

2
2 [[un]] Jloe < € Ju = un -

i=1

Sabemos, gracias al Lema 4.1, que la solucién u es continua en 2. Consecuentemente, podremos escribir

J 0wl = [ ] o), = [l o]l [l o], G19)

Denotemos por Py a la proyeccién L7 de H 1/2 (¢) sobre las constantes. Como [[uh]]
que se anula en el punto medio de ¢, tendremos, para cada Tj—; »,

, €S una funcion lineal

/Z(U —un)lr [[un]], = /(I — Pp)(u—un)|z, [un]], < C1M2IV (w = un) o,z || [un] llo.e,

‘
donde la iltima desigualdad se obtuvo usando estimaciones standard para P,. O

En los siguientes lemas obtendremos estimaciones (cotas superiores) para cada uno de los términos que
aparecen en la definicién de 1 7.

Lema 5.8 Para cada elemento T € Ty,
712l unllo,r < € (112w = wnllo,r + lu = unly,r)

Prueba. Sea @1 := upbr, siendo by una burbuja ctbica, escaleada de manera que se satisfaga la siguiente
igualdad

[ wner = [ (nbr = Jun B 7).
T T
Argumentos clésicos de scaling conducen a:

lerllor < Cllunllor|T],
IVerlor < Clluallor|TM?.

Como @7 se anula sobre el borde de T, tendremos

/Vuh~V<pT:/ Vup -ner =0.
T oT

Consideremos ahora la extensién de ¢ por cero fuera de T, denotdndola ¢. Claramente, ¢ € U. Luego,
tomado a ¢ como funcién de prueba en (4.6), obtendremos

/Vu~V<pT+/u<pT:O.
T T

Luego, como consecuencia de todo esto, tendremos

funlr 171 = [ wnor— [wpr— [ Vu-For == [(@-w)er- [ Viu-w)-ver
T T T T
< |lu = unllo,rllerllor + IV(u —un)lorVerlor
< C(Hu — upllo.2|T| + [V (u = un)llo,2|T 12 ) lunllo,r

estimacién que nos permite concluir la prueba. O

Lema 5.9 Para cada lado £ € 5,{ tal que £ =Ty NTy, with Ty, Ty € Ty, se verifica

2
120 emlloe < € (T2l = w

i=1

o1 +[u— Uh|1,Ti> :
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Prueba. Para cada Jyn = [[Vuh]]n, sea ¢y € HY Ty U T3) tal que
[Jemer = 1012013,
[ e =0 wenm), i-12
T;

La funcién ¢y puede construirse utilizando polinomios cuadraticos a trozos, continuos sobre ¢, enriquecidos
con burbujas locales de grado cuatro. Argumentos clasicos de scaling conducen a:

i=1,2
<Ce2?|J, i=1,2.

Extendiendo a ¢y por cero fuera de Ty U Ts, denotéando a esta extension @, y usando las ecuaciones en
(4.6) con @ € U, obtendremos

lpello,z,

/ Vu~V<pg+/ upe = 0.
TWUTs T UT>

Por otro lado, integrando por partes sobre cada tridngulo, tendremos

2 2
Z(/ Vuh'vw-i-/th)ZZ/Vuh'niWZ/Je,nw-
i=1 T T i=1 74 ¢

:_22:(/TiV(u—uh)-Vgoe—k/n(u—uh)@z)

IV (u = un)

Luego,

<

)

Mm

i=1

2
< O3 (9 = Mo, + 112 = o, 6P/ el
Asi, concluimos la prueba. O

Lema 5.10 Para cada l € &}, sea T € Ty, tal que T N L # 0. Entonces, se verifica
|£|1/2

00 < C (Jlu=unllz + 162N w = M unlo,e) -
Prueba. Busquemos una funcién ¢r € P3(T') que satisfaga

prlyr =0 ve' £,

Jerv==2[ v veme

/SDT_U
T

Es simple mostrar que r existe y es unica. Mas atn, argumentos casicos de scaling nos permiten obtener:

lerllor < ClEM?| Jenlloe,
IVerlor < ClI 2| Jenlloe

Procediendo como antes, extendemos a @1 por cero fuera de T para obtener una funcién ¢ € H(Q)
y usamos a esta funcién extendida para evaluar la ecuacion residual (5.10). Haciendo esto, y eligiendo
P = Jyn € P1({), obtendremos

| = /(Mhuh — Vuy -n) or

= [ V{u—up)- V@T+/(u—uh)wT—/(uu—uhUh)s@TJr/uth
T )4

< 11V (- un) o + lu —

< O (12 u = unlyr + 01—l + s o + |e|1/2uuhuo,T) 1emllo.e
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donde hemos usado un teorema de trazas local para estimar ||¢r|/g.¢. Observemos que €| ~ |T|'/? pues
hemos asumido que la familia {7} },~0 es regular. Luego, podremos escribir

1012 gm0, < C(HU —uplli,r + 102w — g uplloe + |T|1/2||Uh||0,T)~

Concluimos la prueba aplicando el Lema 5.8. O

El siguiente lema muestra que el término |[pu — pup, uplo.¢¢|*/? puede separarse en dos: uno de esos
términos esta acotado por la 1-norma del error local; el otro es de orden superior si lo comparamos con
el indicador local del error.

Lema 5.11 Para cada £ de un tridngulo T € Ty, tal que £ C T,

12w — o nllo,e < C(MHU —uplli,r + A7 772,T)7
con o > 0.
Prueba. Usando la desigualdad triangular, podremos escribir

O + i — o lunllo,el€] 2. (5.14)

0,0/01"? < pullu — uplfo,e

e — o un|

Como u — uy, € HY(T), podemos usar una desigualdad de trazas local para obtener
lu=unlloe < C (1672w = unllo.r + 162w = unlyr ).

Luego, el primer término en el lado derecho de la desigualdad (5.14) resulta acotado por

e = unllo.el€l'/? < C(Jfu=wnllo.r + €llu = unly.r) < C'llu=unllur.

Para acotar el término restante, usaremos nuevamente una desigualdad de trazas local y una estimacién
inversa. Haciendo esto, tendremos

lunlloe < C (16172 unllo.r + 161/

11) < C 7 Junllo.r.
Entonces, a partir la estimacién (5.5) y la definicién de 7y 7, llegamos a

= pnllunlloe [V < Clp— palllunllor < CH¥ = iz
Concluimos la prueba combinando las estimaciones anteriores y teniendo en cuenta que r € (1/2,1]. O

El siguiente Teorema es una consecuencia directa de los lemas previos.

Teorema 5.12 Para T € Ty, existe una constante positiva C, que depende solamente de la reqularidad
de los elementos en 0y, tal que

- si todos los lados de T son internos, entonces
n2,r < C'llu—unll1n.0,

- s1 T tiene un lado sobre I, entonces
ner < C(L+ p)llu—unllyne, + O )nzr.

Observacion 5.13 El primer estimador a posteriori del error en la aproximacion de un problema de
Poisson (problema de valores de contorno eliptico de sequndo orden) mediante el método de Crouzeiz-
Raviart fue introducido por Dari et al. en [86]. La técnica usada en ese trabajo para la construccidn
del estimador estd basada en una descomposicion tipo Helmholtz del gradiente del error, en combinacion
con ciertas relaciones de ortogonalidad que son vdlidas solo para problemas fuentes. Las mismas técnicas
fueron generalizadas por Carstensen et al. en [65] para analizar una clase mds amplia de métodos no-
conformes. Senalaremos aqui que no se conoce ninguna extension adecuada de estas técnicas para tratar
con el problema de autovalores de Steklov.
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Observacion 5.14 La idea de derivar estimadores locales del error basindose en un post-procesamiento
de la solucion discreta fue introducida en [100] para el andlisis a posteriori de las aproximaciones no-
conformes de un problema no-lineal. Mds tarde, esta idea fue generalizada en [156, 2]. A diferencia de
los resultados que se presentan en los trabajos antes mencionados, para obtener los estimadores aqui pro-
puestos, no es necesario calcular la solucion post-procesada Rpuy, .

5.2.3 Otros dos estimadores locales del error

Llamaremos residuos de borde a la norma || - ||o,¢ de aquellos términos en el estimador que involucran a
los saltos a través de cada lado interior ¢ de la triangulacién de la derivada normal (y/o tangencial) de la
solucion aproximada. Los términos restantes, que aparecen en la definicién de 0y, seran llamados parte
volumétrica del residuo o, simplemente, residuo volumétrico.

Para problemas fuente y métodos lineales conformes, es un hecho conocido que los residuos de borde
dominan a todo el error (ver [27, 74], por ejemplo). Este resultado fue extendido para problemas de
autovalores y aproximaciones conformes en [101, 13].

El objetivo de esta seccion es obtener estimaciones del error para la aproximacién de Crouzeix-Raviart
del problema de autovalores de Steklov que estén dominadas por los saltos, a través de cada lado interno
de la triangulacion, de la derivada tangencial de la solucion discreta. Mas precisamente, probaremos que

- la parte volumétrica del residuo estd dominada en cada T por el residuo de borde,

- la componente normal del salto, a través de cada lado interno de la triangulacion, del gradiente
discreto estd dominada por la parte volumétrica del residuo, salvo términos de orden superior.

Estos resultados nos permitirdn, en particular, definir indicadores locales del error més simples (compara-
dos con los célculos necesarios para hallar ) y que también resultan equivalentes a la norma discreta de
la energia del error, salvo términos de orden superior. Resultados similares a estos, pero para problemas
fuente tnicamente, fueron presentados por primera vez en [71].

En lo que sigue, designaremos por {p, : £ € &,} al conjunto base (natural) del espacio de Crouzeix-
Raviart asociado con los lados /, i.e., funciones lineales a trozos que toman el valor 1 en el punto medio
de £ y se anulan sobre los puntos medios de cualquier otro lado £ # £.

Lema 5.15 Para T € Ty, tal que 9T NT = 0, se verifica

1 4 2 ~
§|TH|uh”(2),T <l emld, < §|T|”uh”g,T+ 3 > Tl unllf 7-
LcoT TCo,

Prueba. Elijjamos un elemento interior 7' € Tj,. Denotemos por T3, i = 1,2,3 a los tridngulos vecinos y
llamemos ¢ al lado de T tal que £ = T'NT;. Entonces, a partir de (4.13) tendremos

—/ Unpy Z/VUh'VW-i-/ Vup -Vor= | Vup-ng @+ Vup -ng @y
TUT; T T; or oT;
= [Vun]] 0] = Jenltl.
T;
Ahora, como [[¢¢||§ 7, = |3 |,
1 1/2 1/2
unge| < —= (lunllo | T12 + lunllor I T 2)
‘~/TUT1' \/g

y, por lo tanto,

3
2
Y Wl Jexllde < 20T unllf - + 3 DT sl -
LCoT i=1

Por otro lado, un célculo directo conduce a

S )l L1
hpe = 3 up(Xe),
TUT;
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m
fpri=5 2
LCOT

siendo Xy el punto medio correspondiente al lado ¢. Luego,

3
T|+Ti)* 5. T|? . T
S el = > PEID s, > BE 5™ sy = Bl a3

LCoT i=1 LCoT

Asi, combinando las desigualdades anteriores, concluimos la prueba. O

Lema 5.16 Para T € T, tal que 0T NI =¥, se verifica

Z |€|||J€ n||0 YA

£coT

el Tenlld e < 5 \TI lun 5,7 + |€| IV - ][5 .
Prueba. Llamemos ¢ al lado de T tal que £ = 9T NT'. A partir de (4.13) tendremos

/uhw = /Mhth —/ Vuy - Vg = /(MhUh — Vuy, - 1ng)pp
T ¢ T Zl

< [|unun — Vup - 1nglloell¢elloe = §|

T .
Entonces, como |lo¢||§ , = €] v / UpPp = %luh(xé),
T
T .
|3—|uh(Xg) < 12,

Denotemos ahora por T;, i = 1, 2, a los dos tridngulos que comparten un lado con 7. Llamemos ¢;, ¢ = 1, 2,
a este lado en comiin. Procediendo como en la prueba del lema anterior, podremos escribir

(7] + |7:])?

il
il Temll5.e, = ~——5 = uh(%e) >

7“% (Xfi>7

siendo X, el punto medio del lado ¢;. Consequentemente,

\Tl S . )
lunllo,r = =5 DIRIACH DN PN

icorT icoT

Este resultado nos permite establecer la primera estimacion del lema. Para obtener la segunda estimacion,
consideremos ¢ € & y calculemos

/(NhUh — Vuy, -ng)? = iy /“% - (Qllh“h(ﬁz)vuh 1y — (Vuy, - nf)2> ],
4 0

/Ui = up (o)l + 5 (Wh te)? €.
¢
Luego, a partir de la definicién de Jg n, tendremos
N 1
el = 4(lnun(ke) = Vun - mel? 6] + 751V - el 112).

_ 7
3’

/ uppe = /(,Uhuh — Vup -ng)p = (MhUh(ie) - Vuy, - ne) 4],
T V4

Por otro lado, como ¢, =
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17|
unee| <\ 73 lunllo,r-
T

Combinando las estimaciones anteriores, obtendremos

T . 1 1
0 20 V(%) — P61 = STl — 5 (T )21

Asi, concluimos la prueba. O

Los Lemas 5.15 y 5.16 nos permiten omitir la contribucién volumétrica en la expresiéon de 1y y definir
un estimador de error mas simple, basado solamente en los saltos de las derivadas normal y tangencial
de la solucién aproximada en cada T.

Definimos

. 1
Bri=y 3 WlJenls
LCoT

y, correspondientemente,
1/2
~._ 2 =2
n:= ( Z mr+ 772,T> .
TeTh

Los siguientes teoremas muestran que este estimador es globalmente confiable y localmente eficiente, salvo
términos de orden superior.

Teorema 5.17 Existe una constante positiva C, que depende solamente de la reqularidad de Ty, tal que
lu = wnlln < C (7 + llww = o unlor )

Prueba. Los resultados de los Lemas 5.15 y 5.16 implican directamente ny < C'7jr para todo T € Tp,
siendo C' una constante que solo depende de la regularidad de la grilla. Luego, el resultado sigue a partir
del Teorema 5.5. O

Teorema 5.18 Para cada T € Ty, existe una constante positiva C, que depende solamente de la requla-
ridad de los elementos en 0y, tal que

- si todos los lados de T son internos, entonces
i < Cllu—unll,n.,

- 81 T tiene un lado sobre I, entonces
nr < C(1+ p)llu—unllyne, + OB )iz
Prueba. Es obvio que )y < nr para todo T € T;. Luego, los resultados se obtienen directamente,
aplicando los Teoremas 5.7 y 5.12 y el Lema 5.16. O

En virtud de los Lemas 5.15 y 5.16, podriamos definir otro estimador de error. En efecto, a partir de estos
resultados, es claro que los términos correspondientes a los saltos de la derivada normal de la solucién
discreta a través de los bordes elementales estan dominados por los residuos volumétricos, salvo términos
que, como probaremos mas adelante, resultaran ser de orden superior.
Definimos

~2 2

21 = ‘T|||Uh||0,T

y, el correspondiente estimador global,
1/2
0= < Z 77%,:1“ + %T) .
TeTh

El siguiente teorema muestra que este estimador brinda una cota superior global para el error medido en
la norma || - |

1,h-
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Teorema 5.19 Existe una constante positiva C, que depende solamente de la reqularidad de Ty, tal que

= unllf s < © (P + = pnunl e+ > 1 lun = un(xo)3,),
Legf

siendo Xy el punto medio correspondiente al lado £. Mds aun, para h suficientemente pequeno, se verifica

i > 1l = un(x0)l3.e < Ch(llww = unld o + 102,
LeEr

con r como en el Lema 4.1.
Prueba. Para cada T € Ty, tal que 0T NT = 0, la aplicacién directa del Lema 5.15 nos permite escribir
nr < Cnr.

Para cada £ € &, sea T el tridngulo en T}, tal que £ C 9T. Gracias al Lema 5.16 y a la expresién (5.8),
tendremos

2
I
ny < Cig + TS 212 (| Vun, -t 3,[ = CnF + pj, 0] [|un — uh(th)H%,é-

Asi, sumando sobre todos los tridngulos T € T;, y usando el Teorema 5.5, completamos la prueba de la
primera estimacion.

Sea ahora ¢ un lado sobre el borde I' y denotemos por x; al punto medio de ¢. Sea Pr la proyeccién
L?-ortogonal del espacio L?(T") sobre el espacio discreto

Cr:={cn € L*(T) : cple € Po(t) VL EE&}.
Como uy|¢ es una funcién lineal, es claro que Prup|e = up(x¢). Luego, podremos escribir
pn(un — un(xe))le = (pnun — pw)le + p(u — Pru)le + Pr(pu — paun)|e,
a partir de la cual obtendremos
nllun = un(x0)lo.e < C (Ilunten = pulloe + el = Prulo.e)-

Luego, sumando sobre todos los lados £ € 8}: ,

it > 1l = un(x)l.e < Ch(llpw = pnunldp + pllu = Prouldr),
Leegf

Usando resultados de aproximacién standard para Pr y aplicando el teorema de trazas tendremos
. 1
lu = Prullo,r < CRMMEZF 140,

donde hemos tenido en cuenta que u es solucién del problema (4.6) y hemos usado los resultados del
Lema 4.1. Luego, combinando las estimaciones anteriores, y recordando que

[ullir.o < Cpllufor < Cp,

completamos la prueba de la segunda estimacién. O

Teorema 5.20 Para cada T € Ty, existe una constante positiva C, que depende solamente de la requla-
ridad de los elementos en 0y, tal que

nr < Cllu—upl|1,n.0,-
Prueba. La prueba es inmediata a partir del Teorema 5.7 y del Lema 5.8. O
Observacién 5.21 The final form of estimator 1 resembles those derived in [86] and [71] for the Crouzeiz-

Raviart approximation of source problems.
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5.3 El problema de las vibraciones en un medio elastico

Actualmente, se conocen varios estimadores de error a posteriori para las aproximaciones del problema de
la elasticidad obtenidas usando métodos miztos débilmente simétricos; es decir, métodos en los cuales la
condicién de simetria sobre el tensor de esfuerzos se impone débilmente. Los primeros resultados fueron
obtenidos por Braess et al. [45] y, posteriormente, por Carstensen et al. [66, 67] y Lonsing-Verfiirth [135].
En todos estos trabajos, los métodos analizados son H (div,2)-conformes, los estimadores propuestos
son de tipo residual y se derivan, basicamente, a partir de una descomposicion tipo Helmholtz del tensor
de esfuerzos.

Una manera alternativa de obtener los mismos estimadores fue propuesta recientemente por Kim [128].
Los argumentos de Kim se basan también en una descomposicién del error en el tensor de esfuerzos,
matematicamente equivalente a la descomposicién de Helmholtz, pero que no impone requerimientos
adicionales sobre la regularidad de las soluciones o la geometria de los dominios.

Otro estimador de error para este problema podria derivarse directamente de los resultados presentados
por Lovadina-Stenberg [137]. El trabajo de estos autores comienza por mostrar que la solucién de un
método mixto puede post-procesarse localmente para obtener una aproximacion de los desplazamientos
con mayor exactitud y, por lo tanto, apropiada para establecer estimaciones a posteriori.

Combinando los argumentos de Lovadina-Stenberg con la descomposicién propuesta por Kim para el
error, hemos podido establecer estimaciones a posterior: del error en las aproximaciones de los modos de
vibracién de un sélido eldstico obtenidas usando el método mixto no-conforme de Arnold-Winther [93].
Hasta donde sabemos, estos resultados son nuevos.

El estimador asi obtenido resulta equivalente, salvo términos de orden superior, al error en la aproximacién
medido en una norma discreta, convenientemente pesada. Las constantes que realizan la equivalencia son
independientes del correspondiente autovalor y del coeficiente de Lamé Ag. Mas ain, salvo términos de
orden superior, el estimador provee una cota superior global e inferior local del error.

En lo que resta de esta seccién utilizaremos la notacién introducida en la seccién 4.1.2.

5.3.1 Normas discretas

Supongamos que (w, (o7, 1)) es una solucién de (4.30), con ||ullp,o = 1. A partir de los resultados obtenidos
en la seccién 4.1.2, sabemos que existe (wp, (op,uy,)) solucién de (4.45), con |luyllo.o = 1, tal que

[(o,u) = (on,un)lln < CK, (5.15)
lu—uploa < Ch*, (5.16)
w? —wi] < CR*, (5.17)

donde s es el coeficiente de regularidad definido en el Lema 4.13 (aplicar el Lema B.1, reemplazando u
por (o, u) e identificando ||(, u)]||« con |[uljo,q)-

Para 7 € L?(Q,S?), definimos las siguientes normas pesadas:

X’Q = / AT T y |||
Q

I

(QC’Q :Z/(CT:T,
Q

donde C = A~1 es el tensor de rigidez. A partir de la definicién de C, tendremos

1
ITllo.0 < —= 7|

V2us

C,Q»

1 2
T Sméx{i,i} T .
I7llsc N b d L

Para v € V(h) := Hjp, (Q,R?) +V, C L*(Q,R?), definimos la siguiente seminorma discreta:

VL = D le®)Igz+ > b IV

TETh Le&y
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donde &(-) denota al operador gradiente simétrico. Observemos que ||| - |||z,» es, en realidad, una norma
sobre V(h). En efecto, supongamos que existe v € V(h) tal que |||v|||z,» = 0. Esto implica que [[Vﬂz =0
para todo ¢ € &,. Luego, aplicando la primera desigualdad de Korn, ! concluimos que debe ser v = 0.

Consideremos ahora los siguientes espacios de funciones:

U = Hyr,(div,Q,S?) x H&FD (Q,R?),
U, =3, x {Vh € L2(Q7R2) : Vh‘T S (Ps(T))2 VT € 771},
U;’L =X, X {Vh € H(},FD (Q,RQ) : Vh|T S (Pg(T))z VT € 771}

A partir de estas definiciones, es claro que
- Eh X Vh C Uh,

- si (Th,vp) € UY, entonces (15, vy) € Up,.
Para (7,v) € U + Uy, definimos la siguiente norma discreta

I IR = 7l 0 + 2us [[1VIITE,5-

El peso en la norma L?(£2,S?) permitird controlar el error en las aproximaciones de los tensores, incluso
cuando los materiales sean casi incompresibles; es decir, permitird obtener estimaciones con constantes
independientes del coeficiente de Lamé Ag. El factor 1/2us en la norma para los desplazamientos fue
elegido para lograr un balance dimensional entre las magnitudes fisicas intervinientes.

El siguiente resultado es fundamental en nuestro andlisis.

Teorema 5.22 El espacio de Arnold-Winther es estable con respecto a la norma || -||1,5. Mds ain, existe
una constante C', estrictamente positiva, tal que

(o, u) = (n,up)|1,n < Ch*.

Prueba. Ver seccion C. O

5.3.2 Meétodo de post-procesamiento

Arnold-Brezzi mostraron que la soluciém obtenida usando un método mixto puede ser localmente post-
procesada para construir una aproximacién del campo de desplazamientos de mayor exactitud que la
original [17]. Otros métodos de post-procesamientos fueron introducidos en los trabajos [55, 54, 50, 158,
159).

En general, estas técnicas de post-procesamiento proponen que, en cada T € Ty, las componentes del
desplazamiento sean aproximadas por un polinomio de un grado mayor que el correspondiente a las
entradas del tensor discreto. Si llamamos uj al desplazamiento asi obtenido, entonces

gr e(uy|r) = gr Aoy|r

y, por lo tanto, a nivel discreto, quedaria establecida una relacién mds exacta entre las dos variables. Esto
induce a pensar que para realizar un andlisis a posteriori del error, seria razonable reemplazar el campo
de desplazamientos obtenido a partir del propio método por el campo de desplazamientos post-procesado.

A continuacién, definimos el proceso de post-procesamiento que utilizaremos para mejorar al campo u;
seguiremos el método introducido en [159]. Sea

Vi = {v, € L*(Q,R?) : vi,|r € (P3(T))*> VT € T}

1Supongamos que © C R™ es un dominio acotado, con borde Lipschitz ' = I'p UTy, y sea v :  — R™. Entonces, existe
¢t > 0 tal que para todo v € H&FD (L, R2), le(V)]lo,@ = c||v]l1,0- La constante ¢t depende de la geometria del domino
Q y del borde I
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Definimos u}, € V; de manera tal que uj |7 es solucién del siguiente sistema:

/ e(up) : Vv, = / Aoy, - Vv, Vv, € (I— Ph‘T)('Pg(T))z,
T T

Ph|Tu2 = Up.

(5.18)

Para esta nueva aproximacién de u obtenemos el siguiente resultado.
Teorema 5.23 FExiste una constante C, estrictamente positiva, tal que
||(0',ll) - (o-h7u2)H1,h <Ch.

Prueba. Ver seccion C. O

5.3.3 Indicadores locales del error para los tensores

La primera desigualdad de Korn y el Teorema de Lax-Milgram permiten asegurar que el problema varia-
cional

/ Ce(®) :e(v) = / op:e(v) Wve H&_’FD(Q,RQ) (5.19)
Q

Q

tiene una tnica solucién ¢ € H& r'p (2, R?). Este resultado induce a considerar la siguiente descomposicién
del error en la aproximacién de los tensores:

o —op=Ce(u—1)+ (Ce(h) — on),
donde v € H&FD (€2,R?) es la solucién del problema (5.19). A partir de aqui, es inmediato que

lo = onllia=llea—)Ea+le@) - Aorlq.

La importancia de esta expresién es evidente: el problema de encontrar un estimador para la A-norma
del error ey, := o — oy, se reduce al problema de estimar cada término de la descomposicion por separado.

Estimacién del término ||e(u — v)|

c,Q

Para cada ¢ € &, definimos los términos de salto

[[ahngﬂ sife 5}{,
J“z = —20,n, sife 5{;’,
0 sife 8}?.

Para cada T' € T}, definimos los indicadores locales

1
Bri=5 3 Wln, I3
LCoT

y, finalmente, proponemos el estimador global

) 1/2
2
m:= —= (Z 7]1,T> :
V21s \ 17,

Teorema 5.24 FExiste una constante positiva C, que depende solamente del dominio €}, de la constante
de Korn ¢ y de la reqularidad de Tr,, tal que

Ps

V2ps

S
Ju = unflog + 25 | —wi|) .

_ < 2
le(u—)|lca <C (771 +w Nerr:
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Prueba. Sea v € Hjp, (€,R?). Entonces, por (4.30), (5.19), (4.45) y una integracién por partes, se
tendra

/QC“‘—‘(U—‘/’)1€(V)=w2ps/ﬂ(u—uh)'V+(w2—w;21)ps/ﬂuh'v— > /8T0'hnT'V-

TETh

A partir de la definicién de J“e y teniendo en cuenta que
- opny - Ny es continua sobre cada lado interno £ € &,
- opny -ny = 0 para todo £ € E@’V,
el ultimo término de la expresién anterior puede escribirse como

S [y =y S [ vy 3 S [ v

TETh TeTy £LCOT TeTy £COT "

Sea P, la proyeccién L? de H'/2({) sobre las constantes. Para £ € £/, sean Ty y Ty los tridngulos en Ty,
tales que T1 NT5 = ¢. Como Jn( -ty tiene valor medio igual a cero sobre cada ¢ € 5}{,

/(Jn[ t0)(v - te) < [, oIV - te = Pe(v - to)lloe < C M2 Tn, ol VI zyur, -
L

Jn, también tiene valor medio igual a cero sobre cada ¢ € EN. Esto se debe a la condicién que satisfacen
sobre I'y los tensores pertenecientes al espacio Xj,. Sea T el tnico tridngulo en Ty, tal que 0T N Ty = £.
Razonando de manera analoga al caso anterior, tendremos

/@ (Jn, )V - t0) < C 02 n o]V

1,T-

Por otro lado, para v € H&,FD (€2, IR?) son vélidas las siguientes desigualdades

Elewlon < —o o fe)lea

[vllo,o < C(Q) |Vv]o,n <

Luego, combinando todas las estimaciones anteriores con la definicién de 7; y teniendo en cuenta que
[lunllo. = 1, obtendremos

_ . < 2 Ps B Ps 2 2
/Q Ce(u— ) s<v>_0(m+w LS fuwlon + o - o) e o

resultado que nos permite concluir la prueba. O
El teorema anterior muestra que, salvo términos de orden superior, el estimador 7; acota superiormente

a la parte conforme del error en la variable tensorial. A continuacién probaremos que 7; 7 provee una
cota inferior local para el error en la aproximacién de los tensores, salvo términos de orden superior.

Lema 5.25 i) Para cada £ € Ef{, sean Ty y Ty los tridngulos en Ty, tales que £ = Ty N Ty. Entonces,
se verifica

0.0 < C (ps]lw’n — wiuy|

M2 (| T, | o,nunel| + llo = onllomur).
it) Para cada € € 5}1;/, sea T € Ty tal que £ C OT. Entonces, se verifica
10 2] T, llo,e < C (ps|wn — wiapllo,r[€] + [l — onllo,r)-

Prueba. Probaremos solamente el enunciado i) ya que, con obvias modificaciones, ii) se prueba de
manera similar.

A partir de los resultados obtenidos por Verfiirth [170], sabemos que existe un operador de extensién
€:C(¢) = COT), T € Ty, el cual extiende polinomios de grado k sobre ¢ a polinomios de grado k sobre
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T, de manera tal que, si p € Pr(¢), ep|¢ = p. Eligiendo k = 2, denotemos por j“e a la extensién de Jy, a
T1 UTy definida por B
Jn

{4

T, = e(Jne “ty), i=1,2.
Sea By la funcién cuadratica a trozos definida sobre T U T de manera tal que tome el valor 1 sobre el

punto medio de ¢ y se anule sobre el borde de T7 U T5. Definimos

Cy jnzﬁg(x) x €Ty UTs,,

#ux) ::{ 0 x € O\ T, UTs,

donde el coeficiente ¢y estd dado por _
fe(‘]n[ )2
Cpi=—m ——=———

- fe(jng )256 '

Observemos que, asi definida, @, € Hjp (9, R?) y verifica

/ZJn,Z TPy = /anz oy = [1Jn, 15.¢-

Argumentos standard basados en la equivalencia de normas en el espacio PQ(EA) (Z segmento de referencia),
muestran que existe una constante positiva C' tal que ¢, < C. Entonces, usando argumentos cldsicos de
scaling, tendremos

leello < C1EM2)1 T, lo.c.

IVedlloz < CleI7Y2)n,|

0,0
Luego, integrando por partes, usando las ecuaciones (4.29) y (4.45) y recordando (4.39), llegamos a

Z /Ti(a—crh):Vgoe - Z (_/T diV(U—Uh)"Pe"'/aTi(U'—Uh)n"Pe)

1<i<2 1<i<2

== / PS(WZU—WEU}L)'S"e"‘/ean P
T;

1<i<2
de donde obtendremos

41211, llo.e < € (psllwu = wiu,

OaTIUT2|£| + ”0' - U}L”O,TlUTg)-
O

El siguiente teorema es una consecuencia directa del resultado anterior.

Teorema 5.26 FExiste una constante positiva C tal que,

mr <C (PS||W211 — wiupllo,6,l¢] + [lo — Uh||0,92>-

Estimacion del término |e(¢)) — Aoy |

c,0

Teorema 5.27 Sean 1 la solucion del problema variacional (5.19) y v la constante inf-sup asociada al
problema de Stokes en ). Entonces,

1
le@) ~Aaulleo < Vaus(1+ ) b le(v) = Aoule.

VEH) . (,R2)
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Prueba. Sea v € Hj 1 (2, R?), arbitrario. Entonces, si % es solucién de (5.19), tendremos

le(¥) — Aonl2 g = (Ce() —one(h) — Aon) = (Ce(yp) — on,e(v) — Aoy)
< ||Ce(y) — anllo.alle(v) — Aanlo-

La prueba quedara completa si podemos mostrar que el cociente

ICe@) — anllo /lle@) — Aoullca

esta acotado por constantes que no dependen de h ni del coeficiente de Lamé Ag. El primer paso para
lograr este objetivo sera observar que

Ce(y) — oy = Cle(yp) — Aoy) = 2us(e(y) — Aop) + Astr(e(y) — Aop)I (5.20)

y que, como ¥ es solucién de (5.19), se verifica
2us / (e(¥p) — Aop) : e(w) + )\s/ tr(e(yp) — Aop)l:e(w) =0 Vw € Hyp, (Q,R?).
Q Q

El segundo paso es comprobar que tr(e(v)—Aoy,) € L?(92,R). Luego, podremos usar el siguiente resultado
(derivado del problema de Stokes en el plano): existe una constante positiva v > 0, que solo depende de
Q, tal que ?

divw, g
sp LD g e @R,

weH} 1 (2R?) IVwllo.0

Entonces, teniendo en cuenta que (1) — Aoy, es un tensor simétrico,

Aslltr(e(¥) — Aon)llo.o < 1 sup (tr Vw, As tr(e(¢p) — Aon))
Y weH] . (2R?) [Vwllo,0
_L o (IWAst(e(¥) —Aoy)D)
T weH§ p (2R?) [Vwllo.0
_1 o EWAstle) - Agu)T)
Y weH] . (2R?) Vw00
_L g (EW) s (e(¥) — Aoy)
T weH p (2R?) [Vwllo.0
L (YW s (e(y) —Aoy)
Y weH] - (2R?) [Vwllo,0

2
< %nsw — Aonflos.

Luego, combinando la estimacién anterior con la ecuacién (5.20),

ICe() — nllo.a < 25 (1+ %) le(¥) ~ Aonllog < v/2us(1+ %) ) — Adullca

de donde se obtiene

1
— A — A — .
() Uh||0,sz/||€(1/1) onllco < \/2,us(1 + 7)

Asi, concluimos la prueba.O

Observacién 5.28 La constante v puede acotarse aprozimadamente resolviendo problemas (discretos)
de autovalores asociados con las ecuaciones de Stokes [56]. Por ejemplo, para 2 un L-dominio y T'p = 052,
Stoyan encontré que v ~ 0.3101 utilizando el método de los elementos finitos de Crouzeiz-Raviart sobre
una grilla de tridngulos uniforme [161].

ara toda g € ,R), existe w € s al que divw = q w(1.,0 qllo,©- Consecuentemente, la condicion
2p. d L2(Q,R i H&FDQ]R2 tal di y oS . C 1 dicié
inf-sup se satisface.
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El teorema anterior nos permite calcular una cota superior para la parte no-conforme del error en la
variable tensorial; es decir, el término de error ||e(¢) — Aopl|c.q, eligiendo simplemente una funcién en
H} r, (5 R?) de manera adecuada. Una eleccién posible serfa la siguiente:

~ *
up = Rhuh,

donde uj € L*(Q,R?) es la solucién del problema (5.18) y Ry, es el operador de post-procesamiento
definido en la seccién 5.1. En este caso, haciendo uso de la desigualdad triangular y del Lema 5.2,

le(un) — Aanlloo < lle(u;) = Aonlog + [le(un —uj)loq
<lle(up) — Aoplloo + V(UL —uj)lloe

*

h

1/2
< Jle(ug) - Aaulloa + (30 17wl I3+ 3 10 iz,

tegfl Leep
El resultado anterior nos induce a definir los siguientes indicadores locales
—— *
ner = le(uy) — Aonllor,

I [ug]] 12, sile &L

Mo =4 207w, siceégp,
0 sile&l,
1 1/2
LCoT

y los correspondientes estimadores globales del error

1/2 1/2
M = <Z n%,T> y o msi= <Z n§,T> :

TeTh TeTh

Teorema 5.29 FExiste una constante positiva C, que depende solamente del dominio €2, tal que

[e() — Aonllco < v2us C (2 +13).
Prueba. Inmediata a partir del Teorema 5.27 y la definicién de los estimadores 12 y n3. O

Los estimadores 72,7 y 73,0 también proporcionan cotas inferiores para el error local medido en la norma
[l |l1,n- De la definicién de 02 7,

le(uy,) — Ao,

&w=Ad@—wwmm—mm+/Aw—mw@%wAm>

< (Ile(w; — w)| {

o1+ —5=llo = onllar )lle(uq) = Aowllor,

V2is
de donde obtendremos

1
2,7 < |le(u —u; 0,7 + —=——=I|0 — Ohlla,T- 5.21
lle( )l \/QATSH | (5.21)

Por otro lado, como u € H*4(2, R?) OH&FD (2, R?), u es continua en  y ulr, = 0. Entonces, es directo

que
3. = 102 [ ] llo.e = 161721 [[u = ui]],

0. (5.22)
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5.3.4 Indicadores locales del error para los desplazamientos

En esta seccion mostraremos que los estimadores propuestos también acotan al error en la aproximacion
post-procesada de los desplazamientos medido en la norma discreta ||| - ||| g,h-

Primero, teniendo en cuenta que u es continua sobre {2, tendremos inmediatamente

2us > 1O I[a = wi) 11130 = 20 Y 11 I i ] 3 e = 20 13-
ey el
Luego, procediendo como en la secciéon anterior, podremos escribir

leta—wly = [ Ale—on):eta—wi)+ [ (how —e(ui)) i)

1
S(iﬂ—o'h aT + |[Aoy — e(uj, o,T)Eu—u* 0,7
m” [ l (ap)llo,r )[le( Rl

de donde obtendremos

2us Y lle(w— w3z < 2(llo = onl o+ 2us n3)-
TE,Y-}L

Finalmente, de las estimaciones anteriores se deduce

V2usllla = il ls.n < V3(llo = onllac +v/20s (2 + 1s) ). (5.23)

5.3.5 Estimador del error para los pares tensor/desplazamiento. Confiabilidad y eficiencia
de los indicadores del error.

Usando los estimadores definidos en las secciones previas, podemos construir un estimador del error en
la aproximacién de los modos propios de vibracién de un sélido elastico obtenida por medio del método
no-conforme de Arnold-Winther.

Definimos 1
ny = Y U%,T +2us (U%,T + U?%,T)
Hs
y
1/2
n = <Z n%) :
TETh

Los siguientes resultados confirman que 7 determina una estimacién confiable para el error en la aproxi-
macién y que los indicadores locales np son eficientes.

Teorema 5.30 Euxiste una constante C, estrictamente positiva y que solo depende del dominio 2, de la
constante de Korn ¢t y de la reqularidad de Ty, tal que

pPs pPs

2 =l
V2s V2ps

Prueba. Es una consecuencia inmediata de los Teoremas 5.24, 5.27 y 5.29 y de la estimacién (5.23). O

o,u) —(Ohn, Uy )|1,h = nrw u — Upfjo,Q
[(o,u) — ( e <C (n+w? | llo,o +

Teorema 5.31 FExiste una constante positiva C, que depende solamente de la reqularidad de los elementos
en 6y, tal que

S
lo = onlo, + = ltlle*n = hunlos, ).

nr < (Jl(e,0) = (o, w})]

1
1,hT T —F—
V2ps

Prueba. Es una consecuencia inmediata del Teorema 5.26 y de las estimaciones (5.21)-(5.22). O
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APENDICE A

Resultados sobre la aproximacion por elementos finitos.

Enunciaremos a continuacién algunos resultados sobre las propiedades de aproximacion del método de los
elementos finitos. Estos resultados son clédsicos y sus demostraciones pueden encontrarse en varios textos
(fundamentales), tales como [75, 109, 52]. Seguiremos aqui la presentacién propuesta en las monografias
[51] ¥ [162].

Sea Q C R?, 1 < d < 3, un dominio poligonal. Sea 7, una descomposicién de € en subdominios elementales
K. El didmetro de un elemento K se denotard por hy; quedando definido el tamano de la particién por
h = maxgeT, hi. Los elementos K € T;, se asumen de forma regular en el sentido usual; es decir, si
existe una constante positiva C' tal que

V(K) 7SO VKEﬂ“
PK

siendo pg el didmetro de la bola més grande contenida en K. Observemos que esta suposicién incluye
el caso de grillas localmente fuertemente refinadas para las cuales la razén h/hgk podria ser muy grande
para los elementos K en alguna subregién critica de €.

Finalmente, para un tridangulo o tetraedro K, una cota inferior para los dngulos internos de K conduce a
una cota superior para el cociente v(K) y viceversa. Luego, la condicién de regularidad de un elemento
triangular o tetraedral es equivalente a la siguiente condicion de dngulo minimo: existe una constante
positiva ag tal que

a(K) := menor angulo interior en K > oy VK € Tp.

A.1 Interpolaciones clasicas

Definicién A.1 Supongamos que
i) K C R? es un conjunto abierto simplemente conexo cuyo borde es suave a trozos,

it) Px es un espacio de funciones definidas sobre K (conjunto de las funciones base o funciones de
forma) de dimensién finita,

i11) Nk es una base para el espacio (Prk)*, dual algebraico del espacio lineal Pk (conjunto de las
variables nodales o grados de libertad).

Entonces, (K, Pk, Nk) define un elemento finito.

Denotaremos a las variables nodales en N por Ny, No,- - -, N,,, n = dim(Pg), vy a la base de Px, dual
de Nk, por ¢1, da, - - -, ¢p; es decir
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Definicién A.2 Sean ([A(,'Pf(,./\/f(), un elemento finito, y F(X), un mapeo afin de la forma F(X) =
AX + b donde A es una d x d-matriz no-singular, Aﬁ y b son vectores columna con d-componentes. El
elemento finito (K, Px,Nk) es afin equivalente a (K, Pg, Nz) si

i) F(K) =K,

i) v € Py si, y solo si, vo F € Pg,

iii) N € Nx si, y solo si, la funcional lineal v+ N (Do F~1) en Py pertenece a N.

Asumiremos que el mapeo ¢ — N;({) estd bien definido para ¢ € H*(K), siendo s un nimero positivo lo
suficientemente grande. Entonces, podemos definir el operador de interpolacién local Zx : H*(K) — Pk
por medio de

n
Ii( =Y N;(Q)d;.
j=1
Observemos que esta definicién implica que
Irkv=v Yv € Pg.

El error de interpolacién para un elemento (K, Px, Nk ) triangular o cuadrangular convexo en R? (res-
pectivamente, tetraedro o hexaedro en R3) puede ser controlado en términos de la regularidad de K.

Lema A.3 Supongamos que
i) el interpolador local Ty estd bien definido sobre H*(K),
ii) (K,Pr,Nxk) es afin equivalente al elemento de referencia (IA(,PI?,NIA(),
i11) Pm(K) C Pk,
iv) m es el entero mds grande tal que m < s.

Entonces, Tk satisface la estimacion
m .
D Wl¢ = Tl < ChglCls
j=0

donde la constante C' depende solamente de s y del supremo del cociente v(K).

Supongamos que las sucesivas descomposiciones de {2 forman una familia {7, },~0 de triangulaciones
regulares; es decir, existe una constante positiva ¢ tal que

WK)<o VKeT, Vh>O0.

Sea [ el orden de la derivada parcial més alta involucrada en la definicién de las variables nodales. Si
e H*(Q), s—1—d/2 >0, la interpolada global Zpv estd bien definida en  por

¢

K, =TIk, VK €Ty
y vale la siguiente estimacién

I = TnCljo < Ch* 7 |Clse 0<j<s. (A1)
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A.2 Interpolacion de Arnold-Winther

Para acotar el error en la aproximacién del par tensor/desplazamiento utilizando el espacio no-conforme
de Arnold-Winther, necesitaremos conocer las propiedades de aproximacion de la interpolacién H,?W,
definida en la seccién 4.1.2. Seguiremos aqui la metodologia standard para obtener este tipo de resultados.
Preservaremos la notacién introducida en la seccién 4.1.2.

Sea T un tridangulo de referencia y sea Fr : T — T un isomorfismo afin de la forma Fri = BpZ + byp.
Para 7 € L?(T,S?), se define 7 € L?(T,S?) mediante la transformacién

7(2) = Br7(#) Bk, (A.2)
donde z = Fr(&). Un célculo directo muestra que
divT(z) = BrdivT(%) (A.3)

v, por lo tanto, tendremos que T € H(div,T,S?) si, y solo si, T € H(div,f7 S?).

Observemos ahora que el operador TIY : Hyp, (div,Q,S%) N H5(Q,S?) — %, estd bien definido por
medio de

-/(T—H;;‘WT)HZ-VZO Ve EEL, Vv EPI(LLR?),
14

—/T('rfl'[‘,?w'r):() VT € T,
cuando s > 1/2.
Lema A.4 Para T € H(div,T,S?) N H*(T,S?), s > 1/2, tendremos
;Y |z 7(2) = BrI," |3 7(2) B
Prueba. Es idéntica a la prueba presentada en [23]. O

Lema A.5 Para todo T € Hyr, (div,Q,S?) N H*(Q,S?), 1/2 < s < 1, existe una constante positiva,
independiente de hr, tal que

I 7oz < C (Illor +hiliTllsr) VT € T

Prueba. Comenzaremos probando la estimacién en el triangulo de referencia 7. Sea {n,}1<k<3 una
base para el espacio Po(7,S?). Para cada ¢; de T, sea {p; ;}1<;j<4 una base para el espacio P (¢, R?).
Asociadas con estas bases, introducimos las bases de Arnold-Winther {(¢; ;, ()} definidas por

- /Acpi,jn['pr,s:é-ir(;js 1§i7T§3> 1§]75§47
7 i

3

—/Ac,aw-:nk:() 1<i<3, 1<j<4, 1<k<3,
T

Entonces, podremos escribir

m"Y @)= Y. Y / @z, pis@))eis @)+ Y ([ 70 m@) 6o

1<i<31<5<4 4
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, un teorema de trazas local y calculos directos, llegamos a

f7@
| /Z?@)na-pz—,j( 7) <c(|6| R PR 1/2\r|5T)||pZ,J||M < D)7,z

Teniendo en cuenta que las normas ||¢; ;

7 < CD)II7]y 7

de f, obtendremos finalmente
I 157 0,7 < ClI7ll 2
Ahora, en virtud del Lema A .4,
[ r@de = [ 15" 576 By Pldesrlds
< IdetBTIIIBTIIQHBTIIQ/ TR |5 7 ()P di
C(T) |detBr ||| Br||*|| B, 21712 7

De la definicién para la seminorma |- | 7,

\T @F e By T(y) By -
// 2+23 didj = ‘B WP |det By | dady

< \detB Bz H IIB WNBrI* 2 1l

Combinando las dos expresiones anteriores con las siguientes acotaciones (ver, por ejemplo, [75])
T h _ h
jaeBr| = 1Bl < sy < 2
T Py pr

hS
p%|T|S7T)’

T

podremos establecer que

I 7o < © (

estimacién que nos permite completar la prueba.O

Teorema A.6 Para todo T € Hor, (div,Q,S?) N H*(Q,S?), 1/2 < s < 1, eziste una constante estric-
tamente positiva C, independiente de hr, tal que

I =TV rllor < ChzlTsr.

Prueba. Sabemos que HfW estd definida localmente con respecto a la triangulacién Tj, y que localmente
preserva tensores lineales a trozos; es decir, sin € P; (T, S?), tendremos Hf Wn|T = 7. Entonces, aplicando
el lema anterior

AW
IT},

I - a =l =m) =" (r =)oz < C (I = nlloz + bl —nlr)-

Concluimos la prueba eligiendo 7 igual a la proyeccién Lz-ortogonal de 7 sobre el espacio de los tensores
constantes definidos en T y aplicando el Lema A.7. O

A.3 Proyecciones L?-ortogonales
Sea ¢ € L*(Q) y m > 0 un entero. Definimos
Pk € Pr(K), / (C—Puu=0 VoePn(K) VKT
K

como la proyeccién L2-ortogonal de ¢ sobre el espacio discreto
Vi i={v € L*(Q) : v|x € Pm(K) VK €T}

El siguiente resultado puede encontrarse en [109].
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Lema A.7 Sea ¢ € H*(Q) para algin real s € [0,m + 1]. La proyeccidn P}, satisface la estimacion de
error

1€ = Prlllo,0 < CR°IC|s 0,

donde la constante, estrictamente positiva, C' es independiente de h y de .

Para funciones més regulares, también puede establecerse el siguiente resultado.

Lema A.8 Sea ¢ € H'**(Q) para algin real s > 0. Si m > 1, la proyeccion Py, satisface la estimacion
de error

I¢ — Prlli,0 < Ch%|Cli4s,0,

donde la constante, estrictamente positiva, C' es independiente de h y de .

Prueba. Como ¢ € H'**(Q), ¢ € C°(Q). Por lo tanto, ¢, la interpolada lineal de Lagrange de ¢, estd
bien definida en (). Gracias a la desigualdad triangular,

I¢ = Puli,x <I¢C—ZInCli,x + |Zn¢ — Prlli k-
Como Zj,¢ — Py es un polinomio, usaremos una desigualdad inversa (A.5) para escribir
Z1¢ = Prclx < ChEMTa¢ = Pacllo.x < Chi (1€ = ] o).
Finalmente, usando el Lema A.7 y la estimacién A.1, tendremos

I —PpCli,x < Ch®|C|14s,k-

A partir de la estimacién anterior, se infiere facilmente el enunciado. O

0,5 + I = Px(]

A.4 Desigualdades de traza e inversa
En las pruebas que se incluyen en este trabajo, utilizaremos varias veces las siguientes desigualdades
locales:

- Sea K un elemento en 7 y £ uno de sus lados. Existe una constante positiva C, que solo depende

del dngulo minimo en K, tal que, si ¢ € H”(K), con v € (1/2,1], entonces

ICloe < O (1L 210 + 11 =/21Ch 1) (A4)
La prueba de este resultado puede encontrarse en [6] (ver el Lema 5.2 en esa referencia).

- Sea (K, Pk,Nk), un elemento finito tal que Px € H™(K). Como cualquier seminorma definida
sobre un espacio de dimensién finita es continua con respecto a una norma, argumentos clasicos de
scaling nos conducen a la siguiente estimacion inversa

Clm.x < CRE™ ¢l YV EPK, 0<I<m (A.5)
donde C' es una constante positiva que depende del cociente v(K) y del espacio Pk.
Las estimaciones inversas cldsicas (como las estimaciones de error a priori) son usualmente globales. Si

la triangulacién satisface las condiciones usuales de regularidad (ver comentarios en la introduccién de la
seccién A), la estimacién inversa establece

lunllrs @) S honin lunllo.g (A.6)

para un rango adecuado de s > 0 y para todas las funciones u;, € H*(Q2) que son polinomios a trozos
(de grado m > 1) con respecto a la grilla utilizada en la discretizacién. La cantidad h,,;, representa al
minimo global de todos los didmetros en la triangulacion; es decir,

Ropin := min hp.
Cuando la grilla es globalmente cuasi-uniforme (h < hmin), las estimaciones inversas pueden ser usadas
para determinar la razén de convergencia de varias cantidades aproximadas en potencias de h y en varias
normas.
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APENDICE B

Cambios en la normalizacion de los autovectores y orden de
convergencia de la aproximacion.

Examinando las pruebas de los lemas y teoremas de la seccién 3.3, surge claramente que los resultados
de convergencia obtenidos son validos si los autovectores continuos y discretos estan normalizados con
respecto a la norma || - ||, i-e., cuando
U Up,
y Up 1= ———.
[l

U= —
[l

Supongamos entonces que A, es un autovalor de T, convergente a A, y que uj es un vector propio
(unitario) de T}, correspondiente a A. Del Teorema 3.26 se deduce inmediatamente que existe un vector
propio (unitario) u de T, correspondiente a A, tal que

Hu—uhHh SChr (B].)

A continuacién probaremos que se obtienen los mismos érdenes de convergencia para la aproximacién de
los autovectores cuando se los normaliza de manera diferente. Sea |- | otra norma en W (h). Supongamos
que

lal. =1y flaal. =1 (B.2)

Lema B.1 FExzisten constantes positivas C y ho, tales que, si h < hg, entonces
|6 — dp|[n < Ch'.
Prueba. Asumiendo (B.2), un célculo directo nos conduce a la siguiente expresién

l|an ||
foair

@ —dnlln < ||l [lw—unlln + [Junn

folh = Vsl = Nl (1 =l -+ 1 - T2l ).
Dado que ||u|l« = 1/||@||n ¥ ||urll« = 1/||Gn||n, podremos escribir

[[nl« = flull
[[n |«

|t ||
]|

< lanlln lu — unll« < (la = anlln + laln) v — a0

-

Entonces,
[t = tnl[n < lalln (X + @l lw = unlln + 1@lln |a = dnlln le = wnl]n-

A partir de (B.1), es claro que podremos elegir hy tal que C||4]|,hf; < 1/2. Haciendo esta eleccidn,
tendremos R
& — dnlln < 200+ [[alln)|allnllu — unlln < CR", VR < ho.

Asi, concluimos la prueba. O
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APENDICE C

Otras estimaciones a priori para el método de Arnold-Winther

Casi todas las pruebas que daremos en este capitulo siguen la linea argumental presentada por Lovadina-
Stenberg en [137]. Sin embargo, debido a que

- el problema aqui analizado es de autovalores,
- el método de aproximacién elegido es no-conforme,

aparecen, en los calculos para la estimacién del error, términos adicionales relacionados con la discon-
tinuidad de los tensores sobre los lados que determinan la particién del dominio y con la ausencia de
la ortogonalidad de Galerkin, tipica de los problemas fuente. Estas suma de dificultades impide que los
resultados en [137] se puedan extender directamente para cubrir nuestro caso.

En todo este capitulo, utilizaremos la notacién introducida en la seccién 4.1.2 y y las definiciones de la
seccion 5.1.

C.1 Convergencia del método en la norma de la energia

A continuacién probaremos que el espacio de Arnold-Winther es estable con respecto a la norma || - ||1,.

El claro que el problema de autovalores discreto (4.45) puede escribirse también de la siguiente manera:
Encontrar w, € R, (op,up) € X, X Vi, (op,up) # (0,0), tal que

An((on,up), (Th, V) = —wi/ up - vy V(Th, Vi) € Bp X Vy,
Q

donde la forma bilineal A;, queda definida en el espacio unién W (h) por
Ap((o,a), (7,v)) = / Ao : T —|—/ divyT - u—l—/ divpo - v.
Q Q Q

Debemos probar que Ay, es continua y débilmente coerciva sobre 33, x V, con respecto a la norma ||-||1,
uniformenente en h. Observemos que sera suficiente con probar que existen constantes positivas c; y ca,
independientes de h, tales que

1) / divyo - v < CIH0'||O,Q|||V|HE,h V(O’,V) € X X Vp,
Q

ii) sup
T,

> ceolllvillen Vv E V.
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Integrando por partes, teniendo en cuenta que o es un tensor simétrico, los grados de libertad que definen
a los elementos de Arnold-Winther y la condicién de borde (4.35) sobre I'y, obtendremos

/Qdivha'~v = Z(f/TU:Ver/aTO'n'V)

TeTh

= _ o:e(v)+ on}- (vl + on| -{v C.1
3 foret Sftom 7+ [llonl ) ©)
<lloloa 3= IeIE 0 + (3 om0 S 1= [v] o)

TETh LEER LEER

Sean T7 y T los tridngulos en 7, tales que T3 NTy = £. Gracias a la regularidad de 7; y a un argumento
de scaling,
[012{on}|o.e < C oo ur,-

Combinando esta estimacién con la obtenida previamente, podemos concluir la prueba del primer item.

Para v € V,, existe un tnico o € X, tal que
/o'n~w :IEI*I/E[[V]] ‘w YweP(L,RY) (el UEP,
fan-w =0 VYweP(LRY) (e&l,
fo-i’j :/e(v)iﬁj 1<i,5<2, TeT.
T T

Teniendo en cuenta que [[v]¢]] € P1(¢,R?) y e(v|r) € Po(T,S?), las condiciones anteriores permiten

escribir

[ —

Jon v =101, teiuep.
/a’n-[[v]] —0 teel,
fo-:e(v) =—||€(V)||%,T-

A partir de estas condiciones y usando argumentos de scaling, obtendremos

lotos < (X le@Br+ 3 10 IIVIIE) " < Clmlles

TETh tegfuep
Entonces,
divpo-v = /diva~v: f/a:Vv+/ on-v
—- % [oiem+ Y [ton)-[v]
TeT, /T teg, 7t
= Z HE(V)”%,T+ Z |£|_1H[[VHH(2)Z
TeTh Le€y

Combinando las dos ultimas desigualdades, podemos concluir la prueba del segundo item.

Ahora estamos en condiciones de probar que el espacio de Arnold-Winther es estable con respecto a la
norma || - [|1,,. El resultado se infiere del siguiente lema.

Lema C.1 FEuxiste una constante positiva <, independiente de h, tal que

| Aullo) ()
(T, v)eX, XV, H7-||07Q + |||V|||E7h

Zs(llollo.o+ Iz V(e,u) € X x V.

Prueba. Es una consecuencia directa de la definicién de Ay, de la equivalencia entre las normas tensoriales
I llae ¥ |l - llo.o vy de los resultados anteriores. O
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Teorema C.2 Sean (w, (o, 0)) y (wh, (oh,up)) las soluciones de los problemas de autovalores (4.30) y
(4.45), respectivamente. Existe una constante positiva C' tal que

(o, u) = (n,up)|i,n < Ch*.

Prueba. A partir del Lema C.1, sabemos que existe un par (7p,vy) € Xjp X Vi, con norma ||74]0.0 +
lIvill|zrn =1, tal que

1
lonw — IV allo.o + [|[un — Prull|ss < < An((o — T o,y — Pru), (T, V).
Teniendo en cuenta que divy,T, € Vj, tendremos

/divh'rh-(uh—Phu):—/divhrh~(u—uh) V1, € Xy,
Q Q

y, dado que (o, up) es solucién de (4.45), se verifica
/AO’}L L Th T+ divyTh -up = 0.
Q Q

Entonces, procediendo exactamente igual a como procedimos para acotar el término de consistencia Nyp,
ecuacién (4.49), llegamos a

divyTy - (up —Pru) = / Ao —op):Th— Z / u-ThN.
T

Q Q Tet,

Ahora, como o}, — Hf}wa € Xj,, podemos proceder de manera idéndica a como procedimos para hallar
la estimacién (C.1). Haciendo esto, obtendremos

[ divaon =1 a) v, < C o - TGV ol e
Q
Entonces, de la definicién de A, y las estimaciones anteriores, tendremos

low =T allo.0 + s = Pruln < C (lon = Y o lo0 + o = onllac+| > / w-rpm|).
TeTh oT

A partir de este resultado y haciendo uso de la desigualdad triangular, llegamos a

oot llu—wllen <C (IIU ~ 1" ollog + lu = Puullsn + o — oullse

| 3 [ frime-ul]):

ey,

lo — ol

Observemos que, gracias al Teorema A.6, al Lema A.8 y a las estimaciones (4.52) y (5.15), solo nos falta
acotar los términos de salto que aparecen en la definicién de la norma |||-||| g,. Sean T7 y T3 los tridngulos
en T, tales que T3 NTy = £. Aplicando un teorema de trazas local a la funcién z = u — Ppu|r € HY(T}),
i =1, 2, tendremos

lzllo.c < C (16172 zllo.z, +1€]'/2Vz

y, como z tiene valor medio igual a cero sobre Tj,

|O>T'i)7 1=1,2

|zllo.r, < Chr,||Valor, i=12.

Luego, para cada ¢ € &,
117 2| [[2]]llo.e < C I V2llo,1yur,

y, finalmente,

lzl|Z, < C > IVzlE 2.
TETh

155



Luego, combinando las expresiones anteriores con los Lemas 4.16 y A.8, las estimaciones (4.52) y (5.15)
y la acotacién (4.34) (con g = w?u, ||ullo.q = 1), llegamos a

lo—onllo.o+llla—unllzn < Ch?,
de donde obtendremos facilmente,
lo = onllae + v20slllu—uu|zn < Ch
que es el resultado buscado. O

Observacion C.3 Se puede comprobar facilmente, siguiendo los argumentos de la prueba anterior, que el
Teorema A.6, las estimaciones (4.52), (5.15) y la acotacion (4.34) nos hubieran conducido a la siguiente
estimacion

H|uh — PhumE,h S Chs

El interés en este tipo de resultados radica en el hecho de que son el punto de partida para construir
aproximaciones de u que converjan con un orden mayor que el que le corresponde a up; la solucion
discreta original (ver [159]). Esta idea subyace en el andlisis a posteriori del error presentado en la
seccion 5.3.

C.2 Estimaciones del error para la solucién post-procesada

Probaremos a continuacién que el campo de desplazamientos post-procesado uj preserva el orden de
convergencia del método original; es decir, se satisface la estimacién (a priori) del error

[(e,u) = (on, u})[[1n < Ch°
Recordemos que uj, € V} y que uj|r es solucién del siguiente sistema:

/TE?(UZ) Vv, = /TAO‘;L :Vvy, Yvy, € (I — Ph‘T)('Pg(T))z, (C?)

Ph|Tu}kL = Up.
Sea By, la forma bilineal discreta definida sobre los elementos de Uy, por medio de

Br((on,u}), (Th,vE)) == / Aoy, :Th +/ div 7y - uy, —|—/ div pop - vj,
¢ Q Q

2
+> [ (e(u;) — Agy) : V(I Pp)vi,.
TeT T

Asociado al problema (C.2), se define el siguiente problema: Encontrar (o, u;) € Uy, tal que

By((or,up), (Th,vy)) = —wips/ uy - vy Y(7h,v}) € Up. (C.3)
Q

Los siguientes resultados probaran la equivalencia entre las soluciones del problema de autovalores discreto
(4.45) y el problema fuente (C.3). Para esto, necesitaremos el siguiente lema.

Lema C.4 Para todo v € V}, |||V|||E,n y la norma discreta de la energia, definida por

VIR =D Vv + D 12V .

TeTh Le€y

son equivalentes.

156



Prueba. Sea v un elemento arbitrario en V}. De la definicién de e(v), se obtiene muy facilmente
leWllo.r < [IVvllo,r. Luego, [[|v]l[zn < |V]n-

Sea v:=Ryv € H&FD. Entonces, de la desigualdad triangular, la desigualdad de Korn y el Lema 5.2, se
tendra

S Ivvidr <2( X IVG =3z + IV¥Ee) < C (le@lda+ 3 101 [VII3.)

TETh TETh Legy,
<C( Y @ =VEz+ D e+ D 1 IIvIIE,)
T€7-h T67-h éefh

<c( Y IVE-v)

T€ETh

3o+ IVIEL) < CUVIEA

resultado que nos permite establecer |v|;, < C|||V]||g,n. O

Lema C.5 Sea (o, u;}) solucion del problema (C.3) y definamos uy, = Ppuj. Entonces, (wp, (oh,up))
es solucion del problema de autovalores (4.45).

Prueba. Reemplazando (7,0) € Uy, en (C.3), encontramos

/AO’hZTh-I-/dthTh‘uZ:O V1, € Xy,
Q Q

Teniendo en cuenta que div 7y € Vi,
/ div 7y - up, = / div 7y - Ppuj, = / div 75, - up,
Q Q Q

/AO’hZTh-I-/dthTh‘uh:O V1, € Xy,
Q Q

y, por lo tanto,

Reemplazando (0, v}) € Uy, en (C.3), encontramos

/ div Ty - vy, = —wips/ up - vy Vvi e Vy,
Q Q

pues uj, es solucién de (C.2). Observemos que, cualquiera sea v} € Vi, v, = Ppv} € V;. Concluimos
que V;, =P, V7. Luego,

/divh7h~vh:—w%ps/uh'vh Vv € V.
Q Q

Asi, (wp, (oh,up)) es solucién de (4.45). O

Lema C.6 Sea (wp, (oh,up)) solucion del problema de autovalores (4.45) y sea uj, la solucion del po-
blema (C.2). Entonces, (o, u}) es solucion del problema (C.3).

Prueba. Sea v}, € V; arbitrario. Es ovbio que, v = P, v} +(I-P})v;. Reemplazando el par (71, Py v+
(I—"Py)v;) en la expresién de By, encontramos

Bu((on,wl), (Th, V) :/

Aa’h:‘rh—i—/ dithh-u}kL—i—/ div pop, - V7,
Q Q Q

pues, (I —P,)Ppv; = 0 para todo v}, (I —P}) es un operador idempotente y uj es solucién de (C.2).
Luego, si (wp, (o, 1)) es solucién de (4.45),

/Ao-h:‘rh—i—/ dithh-Pth:/Aah:Th—&—/ divprp-u, =0
Q Q Q Q

/dthO'h~PhV;;:/ diV}LUh'VZ:fw;szs/uh~Vz,
Q Q Q

de donde concluimos que (o, uj;) es solucién de (C.3). O
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Lema C.7 FExiste una constante g, estrictamente positiva e independiente de h, tal que

sup Bh((ahau;,)? (Thaw;;,))

><ll(on,up)llin Y(on,up) € Up.
(Th.w)eU, [(7n wi)ll1n ’ ’

Prueba. Sea (o, u;) € Uy, arbitrario. Observemos que, si (74, vi,) € Xj, X Vy,, entonces (74, vy,) € Uy,
Luego,

Bi((on, ), (Th, Vi) /Adh Th+/ div 7T - u2+/ div pop - v
Q
/Aah Th + div 7 - P;Luh—&—/ div o - vy
9]
_Ah((o-haPhuh) (Th,Vh))

Gracias al Lema C.1, sabemos que existe (75, vp) € Xjp X Vj, tal que

Bu((on, Pruy), (Th,vi)) = [[(owlloo + [Pruj)ll£n
ITllo. + Ivellzsn < callowloa + [[Prujlllzn)-

Sea ahora w} = v}, + 6z}, con zj = (I — Py)u} y § € RT a determinar. Gracias a la equivalencia de las
normas discretas, probada en el Lema C.4, podemos aplicar el Lema 2.5 de [137] para estimar la norma
del par (75, w},). En efecto,

ITnllo + W5l 2,n
<c(llonloo + IPrujlllen) + oz}l 2,1
< cllonlloo + [[Pruglllen + [T —Pr)u;ll[£,n)
< es(llonlloe + gl zn),

de donde obtendremos

(Ialld o + IwillE )2 < esv2( Ban)'2

Comencemos con el par (0, 2z} ). Tendremos

Bh((ah,Pth),(O,zZ)):/ div o - 25 + Z/ e(uy) — Aop) : Vz;.

TeTh

Acotaremos cada término que aparece en el lado derecho de esta expresién por separado.
Como div oy € Vy,, tendremos

div o, - 25, = 0.
Q

Debido a la simetria del tensor &(-),

Z/ c(u): vz =Y / e(z]) th+/ e(Pyu;) : e(2) )

TeT TeT)

TETh
Debido a la simetria del tensor Aoy,
> [ hon:va = 3 [ how:eti) < laauloallzilie
TeTh TeTh

Luego, para o € R™, podemos escribir

Bu((on. Puuy), (0.27) = D IVZlI5 7 — erllonllon + [[Prugllen)lz; 2.
TETh

> Z ||Vzh||0T (

TeTh

«
P = SliiliE
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Como zj tiene valor medio igual a cero sobre ¢, podemos usar los mismos argumentos que utilizamos en
el Teorema C.2 para obtener

ez lEn < es Y V2315 2 (C4)
TETh

Volviendo al célculo anterior, tendremos

Bu((on, Pruj), (0,23)) > > (1-

T€ETh

CqX

1
2

P * 2
5, Ulonllog + IPrujl£n)

WYz 57 —

y, eligiendo « suficientemente chico,

Bul(on, Py, (0,2) = e ( Y V22— lonli e — IPruilE)-
T€7-h

A partir de las estimaciones previas, es claro que

Bi((an, Pruj), (Th, wh)) > (1= dcs)(lonllg .o + IPawill[E4) + dcs Y V2[5 7
TeTh

De la desigualdad triangular, la definicién de zj y la estimacién (C.4), obtendremos

il < IPruillfEn + Mz lEn < PR [E, + (14 ea) D I1VZIE -
TETh

Utilizando la estimacién anterior, llegamos a
Br((on, Pruy), (Th, wh)) = (1= dcs)l|onll§ o + (1= 20c5)[[Pru |5, + descs|l[ug 1,

y, eligiendo & = 1/2¢s5, tendremos

1 Cg
Bin((oh, Pruy), (Th, wy)) > §||Uh||g,ﬂ + 5\\|U7L|||2E,h-
Por dltimo, dividiendo por la norma del par (75, w},),

Bh((ah7Phu2)a (Th7w;kl)) > cr
(s Wi lln T V2

Cc7

c3V2' =

(lonlg.o + Il 1%,

Terminamos la prueba eligiendo ¢ =
Teorema C.8 Sean (w, (o, u)) y (o, u;) las soluciones de los problemas (4.30) y (C.3), respectivamen-
te. Existe una constante positiva C' tal que

[(e,u) = (on,})[[1n < Ch°

Prueba. Vamos a comenzar recordando que el par propio (o,u) € H*(Q,S?) x H*(Q,R?) y que
dive € H'™%(Q,R?). A partir de la estimacién (4.34), sustituyendo g por w?u, con ||ul|o,o = 1, tendremos

lollso + |dive|itse + [ufitso < Cw?lullgo < Cw). (C.5)
Gracias al Lema C.7, podemos elegir un par (7, wj) € Uy, con ||(7h, w))|[1,n = 1, tal que
* * 1 * * *
lon — HfWO'HO,Q + g, = villlen < EBh((Uh - waavuh = Vi), (Th, Wh)).

De la definicién de By, y del planteo del problema (C.3), tendremos

Bul(on — TV o ul — vi), (rhawi) = —pswd /
Q

—/ divyTy, - vy, —/ divhH;?Wah - W,
Q

Q
- (e(vi) — AT o) : V(I — Py)wi.
TeTh T

uy - wj 7/AH£WU S Th
Q
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A partir del problema espectral (4.30) y razonando como lo hicimos en la seccién 4.1.2, es fécil probar
que

/Aa:rh—i—/ divhrh'u—k/ divha-w}“l—Z/(u'tgy[[’rhnptg]]—kpswz/u'w}izo.
Q Q Q e e Q

Combinando las dos expresiones anteriores, es claro que el resultado que buscamos probar es consecuencia
directa de la acotacién de los siguientes términos:

- /(wQu —wiuy) - Wi,
Q
- / Ao -T2V o) : 1,
Q
- / divpTy - (u—vy),
Q
- / divy (e — I o) - wi,
Q

-y /T(e(v;;) — ALY o) : V(I - Pp)wi,
T€7-h

Y /@ (u-t) - [[rnme - te]).

LEER

Acotacidn del primer término. Sea Pr la proyeccién L2. de H!(T') sobre las constantes. Entonces, Prw} €
V(T). Tendremos

ps / (wha —wiuy) - Wi = ps Z (/ (wha —wiuy) - (W) — Prw}) + / (w*a — wiuy,) - PTWZ).
Q Ter, \IT T

El primer término del lado derecho de esta expresién se acota facilmente. De hecho, usando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, estimaciones del error standard para la proyeccion Pr y el Lema C.4, obtendremos

1/2
< Cllw*u - wiunlon( Y W3IVWiIE L)
2 2 rem
< ClJw*u - wiup ool willl 2.

> [ Pu—wtu) - (wi — Prwi)

TeTh

< O w? = willlullo.g + willu = unllo. ) 1w [l 2.1-

Analicemos el término restante. Usando la definicién de los problemas (4.30) y (4.45) y la propiedad del
diagrama conmutativo (4.38), podremos escribir

pg/(oJQu —wiuy) - Prw; = / (dive — divey,) - Prwy, = / div(ImWeo — ay,) - Prwi.
T T T

Como HfWU — o € X¥p, podemos proceder exactamente igual a como procedimos para hallar la esti-
macién (C.1). Haciendo esto, la expresién anterior queda acotada por

Z /T div(I3We — oy,) - Prwi,
TETh

1/2
< I o —onloa( Y 107 N[ PrwillI3e) -
e&y,

Sean ahora T7 y 15 tridngulos en Ty, tales que T1NT5 = £. Usando un teorema de trazas local, estimaciones
del error standard para la proyeccién Pr y el Lema C.4,

I [Prwi )13, < 20 (HIwillI3 . + 1 [w, — Prws ]} I3 )

< (eI [will I3 ¢ + 1995 13 2y0m, )
< Clliwhlnorl.
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Finalmente, sumando sobre todos los lados ¢ € &, tendremos

ps ) / (w?u — wiuy) - Prw}
T

Te7_h

< O o — aullo.allwille.n

< C(llo =1V oo + llo = onloa ) 1wz

Luego, en virtud de los Teoremas 4.19, 4.21, A.6 y de la estimacién (C.5), concluimos

< Cr2[[[whlll & n-

ps / (wPa — wiuy) - wi
Q

Acotacion del seqgundo término. Directamente, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema 4.16 y la
estimacién (C.5),

/ Al —TI o) 14| <
Q

lo — T3 & o |7

0.0 < ChTho.0-

1
V2ps
Acotacion del tercer término. Elijamos v; € Vi N H'(Q). Después de integrar por partes, usar la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz, un teorema de trazas local y la estimacién (4.51), obtendremos

[awiri-a=vi) = 3 (= [ Va-viyim+ [ m-vi)-m)

TETh
IV = vi)loalmilloa + 3 / [rnng - 6] (= vE) - g

e
<C (b= villoa + IV(a - v})

IN

00)ITallog.

Ahora, como u € C%(Q, R?), la interpolada lineal de Lagrange de u, denotémosla u!, estard bien definida.
Més atin, u! € V;, N H' (). Entonces, eligiendo vy = u! y usando resultados de interpolacién standard,
obtendremos

< Ch%[lufligsallTrlloo-

/ divpTh - (uw—v})
Q

Acotacion del cuarto término. Nuevamente, sea Pr la proyeccién L2 de H!(T') sobre las constantes. Como
ya hemos senalado, Prwj, € V(T'). A partir de la propiedad del diagrama conmutativo, tendremos

/ divy (o — I o) - wh = > / div (e — Vo) - (Wi — Prw}).

@ TeT, T

Luego, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y estimaciones de error standard para la proyeccién
Pr, obtendremos, después de sumar sobre todos los T' € Tj,, usar el Lema C.4 y la estimacion (4.48),

. 1/2
< C|ldiv(e ~ 7o) loa( D WIVWilEr)
" TeTh
< O div (o — 5™ o) o, Wi [ .1
< O |willl

divy (o — H;?Wo') “wWp
Q

Acotacion del quinto término. Teniendo en cuenta que e(u) = Ao, usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, el Lema C.4, estimaciones del error standard para la interpolada de Lagrange v; = ul y la
estimacién (C.5), obtendremos

< Y lleta=vi)llorlVwy

> /T(E(VZ) — AT o) : V(I - Py)w;

0,7

TeTh TETh
+ > e =Y o) o VWi llor

TeTh

< alViu=~i)loolllwhllsn
+esllo — I, o lloal w2
< Cr||willlz,n-
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Acotacion del sexto término. Observemos que este término ya ha sido acotado en la seccién 4.1.2. En
efecto, a partir de las estimaciones (4.52) y (C.5),

> [t [frume-t]

Le&y,

< CR?|[Thllo,0-

Para completar la prueba, basta con usar la desigualdad triangular y que v; = u’, es la interpolada lineal
de Lagrange de u. O
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APENDICE D

Estimaciones basicas en dominios curvos

Sea Q un dominio simplemente conexo y acotado en R?, no necesariamente convexo. Asumiremos que el
borde de €, denotado por T, es Lipschitz continuo y suave a trozos; mis especificamente, de clase C* a
trozos, con k > 2. Para un dado valor de h (pardmetro de la discretizacién), sea 2, una aproximacién
poligonal de €2. Denotaremos I'j, al borde de €.

Comenzaremos esta seccién enunciando una conjetura sobre el dominio €2 y los dominios aproximantes

Q.

Sabemos que, para analizar las propiedades de aproximacion de un método numérico, es sumamente
importante conocer a priorila regularidad de las soluciones del problema continuo y que esta regularidad
esta intimamente relacionada con la suavidad del dominio donde esté definido el problema. Los problemas
de aplicacion que estudiaremos en este trabajo estaran planteados en poligonos curvilineos. Estos dominios
pueden definirse de la siguiente manera:

el conjunto C de todas los puntos esquinas (o vértices) c en € es finito,

- todas los vértices ¢ pertenecen a I,

- alrededor de un punto xq en el borde T, tal que x¢ ¢ C,  es suave,

para cada vértice ¢ € C, existe una vecindad U, y un difeomorfismo ¢, : U, — Bpg de clase C'!
(Bg es la bola unidad en R?) tal que:

@C(C) = (010)7
(pc(Uc n Q) = K. N Bpg,

siendo

Ke:={2€C:z=re;r >0y 0< 6 <w para algin w € (0,27)}.

Figura D.1: Dominio poligonal curvilineo: mapeo local
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Sea ahora (2;, una aproximacién poligonal de ) que satisface todas las pautas establecidas en la seccién
4.2. En este contexto, tendremos

- todos los vértices de 2 son también vértices de €y,
- todos los vértices de ), pertenecen al borde I

Denotemos por vy, al vector unitario normal a I'y, positivamente orientado. En virtud de la regularidad
del borde T,
dist(I', T'y) = max{|(x + tvp) — x| : x + tvy €T} < Ch? Vh < he.
xel'y

En esta condiciones, cada 2, representa una perturbacién de €; es decir, Q) —  cuando h — 0. Esto
significard, en particular, que los dngulos internos de € tenderan a los dngulos internos de 2 cuando h
vaya a cero.

En lo que sigue, D}, indicara el conjunto Q=QuU Qp o el conjunto €, indistintamente. Sobre Dy,
consideraremos definidos dos problemas clésicos:

- Dirichlet: dada f € L?(Dj,), encontrar u € H(Dj,) tal que

Au = f en Dy,
u =0 sobre 0Dj,.

- Neumann: asumiendo que f € L?(Dy) y g € H~/2(0Dy,) satisfacen la relacién / f+ / g=0,
Dy, oDy,

encontrar u € H'(Dy,) tal que
Au = f en Dy,
Opu =g sobre 0Dy,

El siguiente resultado puede encontrarse en [89] (ver también [88]).

Teorema D.1 Existe s > 3/2 tal que

- Dirichlet: si f € H*=2(Dy,), entonces u € H*(Dy,) y vale la estimacion

lulls,p, < Cp(Du)llflls-2.0

- Neumann: si f € H*"%(Dy), g € HHS*S/Q(GJ-D;I), siendo 0;Dy, los lados de Dy, entonces u €

j
H*(Dy,) y vale la estimacion

1/2
lullsip, < Cn @) (100 + > 1912 -000,m,) -
J

Conjetura D.2 Sean Q un poligono curvilineo y Qp, una aproximacion de ) construida segun las pautas
de la seccion 3.1. Si h < hg, las constantes Cp(Dy,) y Cn(Dp) pueden acotarse uniformemente con
respecto a h.

Observacion D.3 Costabel-Dauge-MclIntosh suponen que esta conjetura podria probarse, al menos en el
caso bi-dimensional, formulando el problema via integrales de borde [117].

Terminaremos esta seccién exponiendo algunos resultados véalidos en poligonos curvilineos.

Dado que, en general, ), ¢ €, serd necesario considerar extensiones de las funciones originalmente
definidas en €. Para ello, es conveniente introducir un dominio  C R%, con bordes suaves, tal que

QCQ Vh<h.
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Teorema D.4 Supongamos que §) es un dominio con borde Lipschitz. Si0 < s <1, existe un operador
(lineal) de extension € : H*5(Q) — H*+3(Q), definido para todos los enteros no negativos k, que satisface

epla =@ Voe H5(Q),
leollsa < Clellk-ie, 0<i<k,
letlrsa < Cllelirsas

donde C' es una constante independiente de .

Prueba. En [160] se construye un operador de extensién € : H*(Q) — HF(R™), lineal y continuo, definido
para todo k entero positivo. Luego, para 0 < s < 1, resultados standard de interpolacién en espacios de
Sobolev (ver, por ejemplo, Teorema 12.2.3 en [52]) nos permiten concluir la prueba. O

Por convencién, si ¢ € H¥#(Q), 0 < s < 1, ¢ denotard siempre la aplicacion €p definida en el Teorema
D.4. Para un campo vectorial v € H***(Q)2, v denotar4 la extensién (por componentes) definida de la
siguiente manera

v = (evy, €vg).

Sea T, una particién de €y, la cual consiste en un nimero finito de tridngulos cerrados 7. Asumiremos
que la particién T, fue construida de manera tal que se satisfacen todas las propiedades establecidas en la
seccién 4.2. A continuacién, daremos algunos resultados que son consecuencia directa de esas propiedades.
Preservaremos la notacién introducida en la seccion 4.2.

Sea T € By, un elemento de borde en Q. Sea wy el dominio definido por la diferencia T \ToT\ T,
segtn corresponda. Como consecuencia de la regularidad de I, valen las siguientes estimaciones.

Lema D.5 FExiste una constante C' > 0, independiente de T, tal que
|wr| < Ch,
2\ Q] + 9\ 2 < CB2.

Prueba. La primera estimacion es una consecuencia directa de las propiedades de la interpolacion lineal
(ver, e.g., [104]). La segunda estimacién, puede probarse facilmente teniendo en cuenta que (2\ Q) U
Qr\Q) = {wr: T e B,}. O

Lema D.6 FEziste una constante positiva C' tal que:
loloone, < Chlollua Vo€ H (@), 0<s<1,
[vllona < CR[[vllsq, Vo€ H (), 0<s<L.

Prueba. Las desigualdades pueden probarse para s = 1 siguiendo los argumentos usados en la prueba del
Lemma 3.3.11 en [104]. Como las dos desigualdades son trivialmente ciertas para s = 0, las estimaciones
para 0 < s < 1 pueden obtenerse a partir de resultados clasicos de interpolacién en espacios de Sobolev
(Teorema 1.4 en [109], por ejemplo). O

Lema D.7 Existe una constante positiva C, tal que, si h es suficientemente pequeno, entonces

[]l0.r < C(]lv]

o, t+ h%SHUHS,Tid Yu € I’IS(Tid>7 0<s<1, ifTC Tid7

lvllo.wr < C ] ls7) Yve H(T), 0<s<1, if T C T.

0,Tid + h%_‘s ||U

Prueba. Es idéntica a la prueba del Lemma 2.5 en [116]. O

Definicién D.8 Sea v|r € Pi(T), k > 1, y supongamos que T C T*. Llamaremos extension natural de
vdeT aT ala funcion _
7:T% SR tal que T

Tid = P|Tid,

siendo p el elemento de P*(R?) que verifica p|r = v|r.
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Lema D.9 Existen constantes positivas, ¢ y C, que no dependen de T, tales que, para vy, € P1(R?) y h
suficientemente pequeno,

cllvnllo,ria < [lvnllo.r < Cllvallo,ria,

C|'U]—L|1,Tid < |'Uh|1,T < C|'U}L|1’Tid.
Prueba. Ver la prueba del Lema 3.3.11 en [104]. O

Definicién D.10 Sea wy, € {p € H{ () : plr € P1(T) T € Tp}. Una funcion w* € H(Q) se dice
asociada a wy, si satisface las siguientes propiedades:

- wt € C%Q),

- w(P;) = wp(P) VP € Vh,

- w® es lineal en cada tetraedro (tridngulo) T € T, N T,
-siTCT w*=0enTY\T yw®=wy, en T,

-5 T C T, wypiacr = 0.

La definicién anterior se debe a Feistauer-Zenfsek [104]. La construccién de tal funcién sigue bésicamente
la teorfa de interpolacién desarrollada por Zldmal [179] para elementos finitos curvos bi-dimensionales.

Lema D.11 Sea wy, como en la definicion anterior. Sea w* € HY(Q) la funcién asociada a wy,. Sea T
un elemento en el borde de Qp,. Si T'* C T, entonces

[w* = wp |1, 7ia < Chrllwnlr,
donde C' es una constante independiente de hr.

Prueba. Es una consecuencia directa de la Definicién D.10 y de una extensién adecuada del Teorema 2
en [179]. O

Observacién D.12 A partir de la definicion D.10, aplicando el Lema D.11 y teniendo en cuenta la
desigualdad de Friedrichs-Poincaré ', es inmediato que

1/2
o =il = (D I —wilfp) < Chlunlig,.
rich

1Sea © un dominio acotado. Existe una constante positiva C(£2) tal que, para toda w € HZ(Q), [[w|lo,0 < C(Q)|w|1,q.
La constante C(2) es proporcional al didmetro del dominio €.
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APENDICE E

Propiedades de aproximacién y compacidad discreta para
problemas con interaccion fluido-estructura

Preservaremos la notacién introducida en la seccion 4.2.1.

E.1 Descomposicién de Helmhotz

Comenzaremos recordando que es vélida la siguiente descomposicién de Helmholtz
K(Q)=H(Q)®G(Q)

y que los subespacios H () y G(£2) son cerrados y ortogonales en Q(£2) (ver Lema 2.3 en [33]). Més atin,
la inclusién G(2) — Q(Q) es compacta.

Una descomposicién similar también vale a nivel discreto. Para probar esto, recordemos primero que el
espacio de Raviart-Thomas de orden cero verifica

Rh(QFh) = yh(QFh) @ curl Zh(QFh)7
donde los espacios Z5(Qy,) ¥ Yr(£2,,) estan definidos por

Zh(QFh) = {ph € Hlllh (QF}L) :ph|T € Pl(T)7 T e 7;LF}7
V() ={up € Rp(Qy,,) : / uy, - curlp, =0, Vp, € Z,(Q4,) )

§ Fh

El espacio Y5 (€, ) es referido usualmente como el espacio de los campos vectoriales con rotor discreto
nulo. La descomposicién anterior es ortogonal en L?(Q,, )% y en H(div,Q,,) (ver [22]).

Luego, el espacio K}, (2;,) podra descomponerse de la siguiente manera
Kn(n) = Hn(Qn) © Gr(),
donde los espacios Hp () v Gn(Qr) estardn dados por

Hin(Qn) = {(curlpy,0) : pr, € Z1(Q,) 1,
Gn() = {(up, wn) € Kn(Q) :up € V() }-

Por construccién, G,(€y,) es el complemento ortogonal de Hp,(2) en Kp(€21). Observemos que Hp(€2,)
y Gn(£2;,) son también ortogonales con respecto al producto interno en Q(2y) (ver la prueba del Teorema
5.4 en [33]). Observemos ademds que H;,(Qr) C H(Q4), pero, en general, G, () ¢ G(Qy).
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E.2 Teorema de trazas para espacios de Sobolev definidos en (2,

El Teorema de trazas para espacios de Sobolev establece lo siguiente:

Teorema E.1 Sea Q un dominio Lipschitz. El operador de traza v|sq es un operador lineal y acotado de
- H3(Q) a H=2(0Q) si 1/2<s5<3/2,
- H*(Q) a HY(0Q) si s> 3/2.

Este teorema es usado frecuentemente para acotar la norma || . Hs,l /2,60 & €Xpensas de una constante que
depende tinicamente de 9 [180]. Es claro, entonces, que para funciones definidas sobre €, la aplicacién
de este teorema no nos proporcionard estimaciones uniformes en h. Sin embargo, cuando (25 es una
perturbacién de €2, es posible obtener una versiéon del Teorema de trazas con constantes independientes de
h. Este serd el objetivo de esta seccién. Para ello, necesitaremos introducir algunos conceptos y establecer
nuevos resultados. Seguiremos los argumentos de Bramble-King [47].

En lo que sigue, asumiremos que la aproximacién poligonal €25 de € fue construida de acuerdo con las
pautas establecidas en la seccién 4.2. Recordemos que 2 = Q U Q, vy que €2 verifica 2 C 2 para todo
h<hp. Aqui, ', =0Q, T, =0Q, y Cr, indicard una constante que dependerd de I';, no necesariamente
la misma cada vez que aparezca, pero siempre independiente de h.

Indicaremos por {x; };V:(?) al conjunto de puntos que definen a la poligonal I';, . De acuerdo con las pautas

seguidas en la construccién de I';, (ver seccién 4.2.1), {x; }jv:(f) C I', y contiene todos los puntos donde I',

deja de ser suave. Supongamos que los puntos x; estan ordenados de manera tal que inducen un recorrido
de la curva '}, en sentido antihorario. Haciendo Xy )41 = X1, definimos

hi =P =il b= max g T hlj(xj+1 - X;).
Para cada 1 < j < N(h), denotaremos por
- Zj al arco de I'; delimitado por los puntos x; y %11,
- £; al segmento de recta en I', delimitado por los puntos x; y x;11,

- v; al vector unitario en la direccién normal exterior al segmento ¢;.

Xj+1

Figura E.1: Orientacién de los vectores unitarios normal v; y tangencial 7; en el punto x;.

A continuacién consideraremos una parametrizacién de la curva I', inducida por una parametrizacién
standard de la curva I';, . Sea

(P [0, h;] — Zj definida por v, (t) = x; + 171, + o;(t)v;,

donde ¢; : [0, h;] — R es tal que 4;(t) € I';. Como se asumié6 que I'; es C? a trozos, tendremos que
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- ¢; es de clase C?,

- 9(0) = ¢;(h;) =0

- existe una constante Cr, tal que |¢;(t)| + hj\qﬁ;-(t)| < Cr I3, para todo t € [0, hj].
Ademas, de las propiedades de ¢;, se deduce facilmente que la siguiente estimacion es valida

1+ (¢;(t))> =1 < Cp, b Vit e [0,hy].
Definimos
YTy, =T Yl (x) = Yol (x5 +t15) = x5 + 115 + ¢;(H)v; = 1;(1).

En lo que sigue, asumiremos que h es suficientemente chico de manera tal que Y} resulte bien definida.

Observacion E.2 5i §) fuera convexo, el mapeo v; seria biyectivo. Lo mismo es cierto para dominios

no convexros siempre que h; < cr, siendo cr, una constante que depende inicamente de la curvatura de
r

I

Sea g una funcién definida sobre I';. Introduciremos, a continuacién, una extensién de g a I';, . Denotando
a esta extension por g, definimos

?(Xj‘i’t’rj) :g(Xj+tTj+¢j(t)l/j) :g(’t/)j(t)), Ogtghj, 1 S] §N(h) (El)

Observemos que g(x;) — g(x;) = g(x;4+1) — g(x;+1) = 0 y que la asignacién inversa también estd bien
definida. Entonces, dada una funcién g € L?(T,), tendremos

J, o

I

N(h)

Z/' Ji+ @2

De estas expresiones, deducimos que

[ o)~ [ gl dnx

1h

%)/ L4 (00 1) di

N(h)

< Cr, Z h2/ t))| dt (E.2)

<qm/m )| ds(%)
<Cp h?

Este resultado y los que siguen a continuacién (los dos primeros fueron probados en [47]) serdn claves
cuando tengamos que estimar los errores de la aproximacién.

Lema E.3 Existen constantes ¢ y C, estrictamente positivas e independientes de h, tales que

cllgllo.r, < llgllo.r,, < Cllgllo.r,-

’Ih_

Lema E.4 Supongamos que g representa la traza sobre T, de una funcion w € H"(), 1 < r < 2. Sea

w la extension a Q2 de w, seqin el Teorema D.J. Entonces, existe una constante C, independiente de h vy
w, tal que
|@—3lor,, <Ch|wl|q.
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Consideremos ahora las siguientes proyecciones ortogonales

1 L2(0) = Po(l;) 1< 5 < N(h),

Pr, LA(T,) = Cu(Ty,) = {xn € L*(T',) s xnle, € Po(;) 1 <j<N(h)} C L*(T,),
P L2(6;) = Po(f;) 1<j<N(h),

Pr, L) = Cu(ly) = {xn € L2(T)) s xalg, € Polfy) 1< j< N(h)}C L*(T),

Observemos que, en virtud de su definicidn, los espacios Cp, (T';) heredan las propiedades de aproximacién
del espacio Cp,(T',, ). Méas especificamente, para toda funcién g € H*(T,), se verifica

(E.3)

inf

I—- P
I FI) n€CH(T))

Ademds, por propiedades de la proyeccién ortogonal, también vale
(I = Pr,)gllo,r, < Cllgllo.r,- (E4)

Luego, por interpolacién entre (E.3) y (E.4), tendremos

(I = Pr,) 0<r<l. (E.5)

Lema E.5 Sea g € L*(T',). Seang y Pr g las extensiones a ', de g y Pr g (segin la definicion (E.1)),
respectivamente. Existe una constante C, independiente de h, tal que

— B 2
1Pr,, 9 — Pr,gllo,r, < Ch|gllor,.
Prueba. A partir de las definiciones de los operadores Pr y Pr vy de la extension a I}, es inmediato

que
N(h) N(h)

1Pr, 5 - Prglie, = D 1P, Frglde, = > I1P,5 - Pyl
2 2

Luego, usando las parametrizaciones definidas anteriormente, tendremos

1 1
Pyg— P g _W/ g(sh)dshm/ g(s)ds

|“/ o(050) |“/ o)1+ (5 (1))2 dt

- W/(J 9(¢j(t)) 1 - :ﬁ;: 14+ (¢;(t))2) di.

Teniendo en cuenta que |¢;| < |¢;], para todo 1 < j < N(h),

IV“+ (/ £)| dt
AV Gy A o) ds

< |6;171% max

P,.g— P;
I 9 J tE[Oh]

IN

10;]71% max

te[0,h;]
£ |€J| ( ’ _
< —_ 1 ($))2 — 1) By
B tgl[(%i)fj] 14;] +(0;()) 19ll0,e;

Luego, elevando al cuadrado, sumando sobre todo j y usando el Lema E.3, obtendremos

< Ch?||gllo.r,

Ih —

1P, g — Py, gllo.r

De esta manera, terminamos la prueba. O
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Lema E.6 Sea g € H'*"(Q), 0 <r < 1. Sea g la extensién de g a Q segun el Teorema D.4. Existe una
constante C, independiente de h, tal que

g = Pr,, gllor,, < ORI gl 4 q.

Prueba. Sea 7 la extension a I';, de g. Tendremos

lg = Pr,, gllor, <lg=9lor, +llg—Prglor, +IPr,9=Fr,glor, + 1P, @—9lor, -

Usando los Lemas E.3-E.5, las propiedades aproximacién de Pr y el Teorema E.1, tendremos

15— Pr,, dllor,, <C @ lgliira +h™™M 25 gl 0 + B2 lglhe),

expresion que nos permite concluir la prueba. O

Lema E.7 Sea g € HY(Q). Sea g la extension de g a Q segun el Teorema D.4. FExiste una constante C,
independiente de h, tal que
19llo.r,, < Cllglle-

Prueba. Sea T un tridngulo en el borde de €. Sea wr el dominio definido por 7'\ T% o T\ T,
segin corresponda. Obviamente, para algin 1 < j < N(h), Owr = £; U Zj. Sin pérdida de generalidad,
asumiremos que x; coincide con el origen de coordenadas y que x;;1 = (h;,0). La orientacién del eje y
se elegira de manera tal que que ¢; > 0. En estas condiciones,

ti={(z,y) 1y =9;(x), 0 < < hy}.

Aplicando el Teorema de la divergencia al campo (0, §?), tendremos

dxdy.

| et | re=2]

Luego, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

2
1,wr |*

usando el Teorema D.4 y el Teorema de trazas E.1,

1313, < C (U9l 5, + 1lo.wrlGr.n ) < C(llgl2;, + 131

Finalmente, sumando sobre todos los T € B
concluimos

Sh?

1913.0,, < C(llglr, +13125) < Cllgl o

Asi, terminamos la prueba.O

Lema E.8 Sea g € L,(Q) :={g € H* () : gl € P1(T) VT € Tp}. Sea g¢ la extension natural de g a
O (ver definicion D.8). Existe una constante C, independiente de h, tal que

l9l1/2,r,, < C(|ge|1/2,1‘1 + h|9|1,9h)-

Prueba. Escribamos

s _NR e 960 g
|g|1/2,1“1h = Z |9|1/2,ei +Z ), x — x|2 sh(x)dsn(X).
i=1 itj Vb
En lo que sigue, acotaremos cada término que aparece en el lado derecho de la expresién anterior por
separado. Para ello usaremos las parametrizaciones antes introducidas. Sea T; aquel tridngulo en el
borde del dominio 2 que verifica 9T; N T}, = £;. Sea T;d el tridngulo ideal asociado con T;. Entonces,
{; = 0T/ NT,. Sin pérdida de generalidad, asumiremos que x; coincide con el origen de coordenadas y
que x;11 = (h;,0). La orientacién del eje y se elegird de manera tal que que ¢; > 0. En estas condiciones,

b ={(z,y) 1y = ¢i(x), 0 <z < Iy}
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- Caso £; = {;.

Como g es lineal en cada tridngulo, tendremos

9(2,0) —9(2,0) _ ¢°(z,¢i(z)) — 9°(&, 6i(2))  g(,0) (¢i(z) — ¢i(2))

T—I T—I Jy T—I

Como ¢; es C? en (0, h;), existird un punto ; € (x, &) tal que

// 89330 ()_({)Z.(@)))zdmw_‘agmow ?h2 < Ch2|g2 .

r—x

Razonando de la misma manera, obtendremos

(x — 3)° + (¢i(x) — di(%))”

<1+ es(s))? <1 2,
(l’*j)2 — +|¢1(<l>| — +Chz

Luego, combinando las expresiones anteriores y teniendo en cuenta que /1 + (¢;(z))? > 1 para todo
€ (0, h;), llegaremos a

198 2.0, < C (I9°2 7, + 12193 7, )-

- C(ISOKZ';&KJ‘ yﬁlﬂ@:@

Sea T; un triangulo en el borde del dominio Qj, tal que 973 NI, = ¢;. Sea Tjid el tridngulo ideal asociado

Ih
con 7). Al igual que en el caso anterior, {; = 8T;d N TI,. Para simplificar la notacién, escribiremos

(@(t;),y(t5)) = (zj + ;751,95 + t;752), t; € [0, hy),
(@(5),9(t)) = (zj + ;71 + ¢;(t; )Vylallj +t7j2 + ¢5(t)vj2), tj € [0, hyl.
Entonces, como g es lineal en cada tridngulo, serd
9]
(2,0) = gla(ty) y(13)) = §°(, 61(2)) — 9°(3(4), 9(45)) — (9u() 5 w00 = (05 )5 ottt

De las propiedades de las funciones ¢; y ¢;, obtendremos

dg ’
—_— , _|_
y|( 0)

|(:1: )D<Chh|g|1TUT

dg
0i(@) 5 |0 = 93t > \(m | <€ (12
Ademas, tengamos en cuenta que

(x — 2(t;))* + (i () — §(t;
(z —z(t;))* + (0 — y(t;)
)

¥, como ;(0) = ¢;(0) = 0y dist((x,0), (z(t;
€ [0, h;] y 55 € [0, hyj] tales que

(6i(@)* +(¢5(t))*  _ (¢i(2) — 6i(0))? (6;(t;) — 6,(0))?
(x—2(t;))? + (y(t;))> — 22 (= a(ty)? + (y —y(ty))?
< (6i(6i))? + (6(51))? < C (b + 1)

Luego, combinando las expresiones anteriores, podremos asegurar que existe una constante C, que de-
pende tnicamente de dist(&-,ﬁj), tal que

// lg(x) = gX)[* \x— dsh( Ydsp(X) // |gxx|2()d8( )ds(x) + hghg\gﬁ,:mu:rj)-

- C’asofi;éfj y&ﬂ@#@

En este caso, los lados ¢; y ¢; tienen un vértice en comun. Supongamos que este vértice se encuentra
ubicado en el punto (h;,0). Tendremos

)? (6i(x))* + (9,(t; ))2)
2 t

oS (”@:—xu» T4 (u(ty))?

,y(t;)) es mayor que h; y mayor que h;, existirdn puntos
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- ¢i(hi) = ¢;(0) =0,
- diSt((‘T)O)v (x(tj)vy(tj)) > diSt((l‘,O), (hi70))’ tj € [Ovhj]a
- diSt((‘T)O)v (x(tj)vy(tj)) > dZSt((hlvo)v (‘T(tj)vy(tj))7 tj € [0’ h]}

Luego, razonando como en el caso anterior, existirdn puntos g; € (z,h;) y 55 € (0, h;) tales que

9 o 2
(#1(@) 82 iw0) = 65 (1) 385 | et ) B (' | ‘
(w = 2(t;)* + (u(t;))? - =0

(z —2(t))* + (¢i(x) — §(t;))*
(z —2(t;))? + (0 —y(t;))?

Usando estos resultados, obtendremos

La prueba se completa sumando sobre todo j y sobre todo i. O

2 ’
(<) +‘ ) | 6566)%);

’

< O(1+(6:(0))* + (95(5))?).

Observacion E.9 Usando el Teorema E.1 y el Lema D.9, también podremos asequrar que existe una
constante C, independiente de h, tal que

< Cllgllr.n-

Ih =

|9|1/2F

Observacién E.10 Supongamos que g representa la traza sobre T, de alguna funcidn w € H"(Q2), con
1 <r < 2. Seaq la extension a T, de g segin la definicion (E.1). Razonando como lo hicimos para
probar el Lema E.8, es fdcil obtener el siguiente resultado: existe una constante C, independiente de h,
tal que

\9|1/2,F1h = |9|1/2F
En lo que sigue, necesitaremos también definir una extensién de g al borde del dominio Q. Haremos esto
utilizando la extensién (E.1). Denotando por 7 a los lados que componen a By (observemos que 0 es la

unién de lados rectos £ C T',, con lados curvos £ C T,), definimos

. fgli sif=icry,
i : {g|Z sif=(cT,,. (E6)

Obviamente, g € L2(8SA2) Ademss, los mismos argumentos que los empleados en la prueba del Lema E.3,
permiten probar que existe una constante C, independiente de h, tal que [|g]|; 55 < Cllgllo,r,

Lema E.11 Supongamos que g representa la traza sobre T'; de alguna funcion w € H"(Q), 1 <r < 2.
Sea § la extension a o de g definida por E.6. Entonces, §j € H'/? (8@); mds aun, existe una constante
C, independiente de h, tal que

|g|1/27a§ <C ‘9|1/2,FI-

Prueba. De acuerdo con [59], para asegurar que g € H v 2(8@)7 solo serd necesario probar que
// |9| I ds(i)dsn(x) < o0 Vi, GinE £0.
< —
.7

En este caso, los lados ¢; y ¢; tienen un vértice en comtn. Usaremos la misma notacién y los mismos
argumentos que los empleados en la prueba del Lema E.8; es decir, asumiremos que x; coincide con el
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origen de coordenadas, que x;11 = (h;,0) y que el vértice compartido por los lados ¢; y Zj se ubica en
(hs,0). Tendremos

(@(t:) — 2(t;))* + (§(t:) — §(t;))° (6i(x))”
0— i)} - C(l BTN (z)(tj))z)'

Ahora, usando el Teorema del coseno, podremos escribir

[,0) = (@(t), 9t 2 = (12, 0) = (i, O) +1(hiy0) = (@(t5), 5(8) 2 )

donde, denotando por «;; al dngulo con vértice en el punto (h;,0), tendremos

o 1 si cosayj <0,
Hag = (1 —cosa;j) si cosayj > 0.

Un célculo directo muestra que

tiTii+ ¢i(t)vin _ Ti +¢;‘(§j)yj1
JE+ @R 1+ 65()

donde ¢; € (0,h;) y 7j1(%(s;)) representa la primera componente del vector tangente unitario al lado
en el punto X(s;). Luego,

COs iy =

= mn(X(s5)),

|(2,0) = (&(t), §(t;))]* = Cr, |v — hil>.

Entonces, como ¢;(h;) = 0, existird ¢; € (x, h;) tal que
x)

(+ a=sigraayp) < (L )

Combinando las expresiones anteriores con la definicién (E.1), tendremos

/ £“’X " dsn(x)ds(x <0/ /“”X ® s ()ds(%) < oo.

Probaremos ahora que la seminorma ||, /2,00 estd acotada por |g|y /2,r, uniformemente en h. Senalemos

primero que, gracias a la definicién (E.6), la observacién E.10 y el resultado anterior, solo resta probar
que existe una constante C', independiente de h, tal que

//|g ® o ds(x <o//'9<> SR ) i £ g, 60

o x—%?
.7

Procediendo como antes, tendremos, nuevamente,

(@(t:) — 2(t5)) + (§(t:) — §(t;))* (¢i(2))?
eosppro-gar - <CUt Eﬁ?f(tj@%@%”)y)
<c(1 e h? )
<O(1+ (i)

De esta manera, completamos la prueba. O

E.3 Potencial escalar en QF

En esta seccién vamos a construir un campo gradiente, con dominio en €2, directamente relacionado con
el campo de desplazamientos u en el fluido.
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Sean (f,g) € G(2) y (u,w) = T(f,g). Del Teorema 4.29, tendremos

Julls.o, +IWliteo, +[1divaliise, < ClE g)lo.q-

—~

Sean w y div u las extensiones al dominio QF de las funciones w y div u, respectivamente, de acuerdo con
el Teorema D.4. Sea W la extensién a 92 de la traza w|r, definida por (E.6). Consideremos la solucién

¢ € H'(Q,) del siguiente problema de Neumann:

YAV} zgi;/u—i—é en(AZF,

o4 3 A (E.7)
m —Vn sobre 08},

donde ¢ es una constante elegida de manera tal que el problema resulte compatible; i.e.; escribiendo

(=90TnNTr,,
el | ::/ divw—/ divu -+ Z / (E.8)
QS\QS}L QFh\Q

TeBg,
TcTH

Nuestro préximo paso serd encontrar una cota para |¢| que no dependa de h. Usando los Lemas D.5 y
D.6 y el Teorema (D.4), se obtiene fécilmente

| /Q divu) <192, \ 2 [2 [divullon,,\, < OB F|divaliag, .

’/ \ divw‘§|QS\QSh|1/2 I divwllo.o \a,, < Ch* Wi, .
QN\Q

A partir de la definicién (E.6), tendremos w|, = W|,. Luego, usando el Lema E.4

Z/ww Z/|wwn\<2/\ww|

TeBg TeBg TeBy
TCTLd TC T“l TC Tzd
< 0, V2% = Wllor,, < CI V2R [wligrg, -

Sea r := min{s,t}. Combinando las expresiones anteriores, se sigue que

el < R, 8) 0.0 (E.9)

Gracias al Lema E.11 y a partir de las estimaciones a priori usuales para el problema de Neumann (ver,
por ejemplo, [111]), sabemos que § € H' ™57 () para algtn sj, € (1/2,1]. Ademds, combinando el Lema
E.11 con el Teorema de trazas E.1 y recordando D.2, tendremos

N(h)
IVall?, o < C(ldiva+eélis + Z 1w -}, ) < C(ldiva+elg o +IIwliia,)-

Finalmente, usando el Teorema (D.4) y la estimacién (E.9), podremos escribir

IVill, a, < ClE 8)loge- (E.10)
Definimos @ := V§. Asf definido, G € H*»(€),) y verifica

a0, SClE 8o

[l

(E.11)

Ademids, diva = ﬁ +¢€eH 1+5((AZF). Luego, usando las mismas estimaciones que antes, tendremos
[divall o <l g)loo- (E.12)

En el siguiente lema mostraremos que @ aproxima a u en 2.
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Lema E.12 Sea §j, := min{s, s, }. Eziste una constante positiva C tal que

Hu - ﬁ”H(div;QF) < Ch(r—i_éh)/QH(f)g)

Prueba. A partir de la definicién de 0, es inmediato que div(u — ﬁ)|QF = ¢. Entonces, usando la
estimacién (E.9), tendremos

Idiv (u = @)[log, = [&Q:]"? < CRT(E,8) 0.0

Para (u,w) € G(2), consideremos el siguiente problema (compatible) de Neumann:

Aq = divu en Q,
0 E.13
Y _w.n sobre I',. ( )
On
De las estimaciones a priori clasicas para este problema, sabemos que ¢ € H'**(Q.) y
IVal2q, < C (I divalg, +Z||w nl2,; ) < ClIE )R (E14)

Denotaremos por ¢ a la extensién al dominio QF de la funcién ¢, segin el Teorema (D.4). Tendremos

= a0 /zw— V-9 < [ V@-)-Va-a)
lF

::A VqVq—q)lA “2vav@>q%ié V§-V(g—q)

F Fh F F
:—/ divu(q—cj)-ﬁ-/w-n(q—é)—&-/ Vq-V(q—q)
Q. I, Qo \Qpn

Fh

+/§ (GvusaG-0- [ won@-a
—f M(q q)+/§ é(a—®+/ L YTVad

/W n (¢ —q) o w-n (¢—4q).

F

En lo que sigue, acotaremos los términos en el lado derecho de la desigualdad anterior. Para los primeros
tres términos, usaremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema D.6 y las estimaciones (D.4), (E.9),
(E.10) y (E.14). We obtain:

—_~—

divu (7 - )

\2, (| ql » m%)

< Cw¥|divullisse, (lahtso, + ., 5 )
< CR|(E. )30,

""Fh

Q5 \ Qg

o)

|/ qq| <16l 2@ = Dy, < 16l 0172 (|
< CR(8,8) R o

Vq-V(7—4q)

o < |¥aloo,, 0, (IVdllo.o,, o, +1Villo.o,, o, )

< O |Valsy, (B@lssoy, +h @0,
< O£ )l o

Fh
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Acotaremos ahora los dos términos restantes. Observemos primero que (recordemos que seguimos utili-

zando la notacién £ = AT NT,, y { =dT*NT,)
= > /q—qw n—/(q—Q)W )

/w n q—q / Ww-n q—q
TeBg,

TCTH
Para T € B, , sea wr el conjunto definido por 7%¢ \ T'. Tendremos

Sh?

Ja-awn-[G-iwn /M@q) f/ div (7 - §) )

:—/ V(g —4q) / g) divw.
wT wT

Sumando sobre los triangulos T en el borde de €2, tal que T C T, usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, el Lema D.6, el Teorema (D.4) y las estimaciones (E.10) y (E.14)

> /&u g—q@w-n| <|wlooneg, q—de, o, T 17— dlogo,, 0. Wiona,,
TeByg, T
TcT'Ld

< Ch1+min{t’sh <||QI|1+S Qp + Hqu-"-Sh: )HWHIH s
< C pminttad||(|(F, g)|12 o

Por otro lado, es inmediato que

Z/q Dw-w)n| <ClT-dlor, I¥

TeBy
TcT"l

Ih

Luego, usando los Lemas E.3 y E.4, el Teorema D.4, el Teorema de trazas E.1 y las estimaciones (E.10)
y (E.14), tendremos

Asi, combinando las estimaciones encontradas, concluimos la prueba. O

W IW =Wlor, <Ch g —dllor, Iwliteo, < CRIE )50

E.4 Operadores de interpolacion
En esta seccién, introduciremos un operador de interpolaciéon para funciones vectoriales en el espacio
HY(div, Q) x HITH(Q,)2, s > 1/2 y t > 0, y estableceremos sus propiedades de aproximacién.

Comenzaremos recordando la definicién del operador de interpolaciéon de Raviart-Thomas y algunas de
sus propiedades. Si u es suficientemente suave, la interpolaciéon de Raviart-Thomas, IIgu, estard bien
definida por

ITru € Rp(Qy,,) : /HRu n, = /u~ng Velet&,,,

donde ny denota al vector unitario normal al lado ¢. El siguiente resultado es standard; su prueba puede
encontrarse en [147], por ejemplo.

Lema E.13 El operador de interpolacion de Raviart-Thomas

Ik : Hl(QFh)2 _>Rh<QFh)
v — Ilgrv,

se extiende univocamente a H*(div,Q,), s > 1/2, y valen las siguientes estimaciones:

HV_HRV”OQ §0h5|
|div (v~ gv)log,, <Ch

ER Q)
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Sea I, : Ho(div,Q,) x H'*(Q,)2 — V() el operador de interpolacién definido de la siguiente
manera:
(HLW)lT, if T C QSh’
Ih(ﬁ7vAv)|T = (IIRITI)‘T7 ifT C QFh and 9T N Flh =0
(Mga)|p, fTCQ,, and OTNT,, #0

donde II,W es la interpolada de Langrage de w en L, (g, )% v (fIRﬁ)|T es la funcién en Ro(7T") con
componentes normales definidas por

(HRfl)|g -n if /¢ ¢ Flh,

ﬁ u n = 1 ~ .
(TIR1)|e m/g(ﬂLw)m.n ifecr,,

donde T es el tridngulo contenido en €, tal que 9T N ITs = £. Observemos que I, (0, W) € K (Q,) ya
que la condicién de compatibilidad en la interfaz I', estd impuesta explicitamente.

Observacién E.14 El operador 1j, fue introducido en [38] para dominios poligonales.
El siguiente lema dard una estimacién para ||[IIpa — ﬁRﬁHH(div )

Lema E.15 Asumamos que (4, w) € H*1(div, QF) ><H1+t(ﬁs)2. Sean T un tridngulo en el borde de
T el tridngulo ideal asociado con T, wr el dominio definido por T\ T, £ :== 9T NT,, y{:= 0T NT,.
Entonces, existe una constante positiva C tal que

1/2 R . 1 .
(1wl + 1110 +| g [T = ) n]
TR — TR g (aiv ) < C si T CT'

1 ,
’m/é(HLW—ﬁ)'n, si T DT,

Prueba. Sea ¢, la funcién base standard en Ro(T") asociada a £. A partir de las definiciones de las
interpolaciones, tendremos

(M it — TLg) |7 = [é /Z(ﬁ LTI - n} .

Supongamos que T' C T, Usando el Teorema de Gauss, obtendremos
/(ﬁ—HL\?V)~n :/ﬁ-ﬁ— divﬁ—/HL\?wn
0 l wr 1
:ﬁ(ﬁfHLvAv)ﬁf/ lefl+/ divII;w,
4 wr wr

donde n denota el vector unitario normal en la direccién exterior a wr. Es claro que solo seréd necesario
acotar los dos tltimos términos en el lado derecho de la desigualdad anterior. Para ello, usaremos la
desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema D.5. Asi, obtendremos

/ divua
wr

. . 1, .. . . .
/ leHLW‘ < m” div T W0 wp lwr V2 < C hy 2T, 1wy < C hi?[Wlly o
wr

L
€]

1 .. L.
< gl v Bl |2 < € B2 div e,

el

La prueba termina combinando las estimaciones anteriores y recordando que ||@|| g (aiv;7) €std acotado
por una constante positiva que solo depende de la regularidad de T'. O

Sea W la extension a €2, de la traza W|r . A las hipétesis del lema anterior, agreguemos ahora la condicién

1 -n =W -n sobre 09,.
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- Caso T C T De acuerdo con la definicién (E.6), W - n|; = W - n|;, Entonces, usando un teorema de
trazas local y resultados de interpolacién standard,
1 o -
= LW — Wil 74|

<C I (h}1/2||HLW —Wllo,rs + h%r/2||HL‘?V - VAVHLTS) k&

< ChllWllige s

L
4]

1/2

En el célculo anterior hemos asumido que existe una constante C, independiente de h, tal que that
|¢] < C|¢|. Dado que, por hipétesis T, es C? a trozos, tal resultado puede probarse facilmente usando los
argumentos introducidos en la seccién E.2.

- Caso T C T. De la definicién (E.6), tendremos W - n|; = W - n|;. Luego,

&W/Z(HLVA\/—ﬁ)-n:ﬁ/Z(HLvi/—\?v)~n+ﬁ/z(v§/—@)-n.

El primer término en el lado derecho de esta ecuacion puede acotarse exactamente igual a como lo hicimos
en el caso anterior.

Luego, combinando los resultados del Lema E.15 con las estimaciones recién halladas, sumando sobre
todos los tridngulos en el borde del dominio €2, y usando los Lemas D.6 y E.4, obtendremos

ITra — IR (aiv.0,,) < Cht(” dival|, o+ ||‘7VH1+,5,§S)~

Este resultado nos induce a introducir el siguiente espacio:

K(©) := {(a,w) € H(div,Q,) x H'({,)?: ©t-n = W - n sobre 9, }.
Lema E.16 Para todo (i, w) € K(Q) N (Hs*l(div Q) x HlH((AZS)Q), existe una constante positiva C,
independiente de h, tal que

18, %) = 1 (8, ) 1.0 < OB (e e, + W10, )-
Prueba. Es idéntica a la prueba del Teorema 5.2 en [33]. O

Observacién E.17 Sea (0,Ww) = (V§,w®), donde § es el potencial escalar introducido en la seccion
previa y W es un campo vectorial tal que la extension de su traza w\pI al borde 8§F (denotada W) es el
dato de borde en el problema que define a § (ver problema (E.7)). De acuerdo con los resultados obtenidos
en la seccion E.83, podremos escribir

(Vg we) = In(Vq, wO)|lnq, < CH™ (£, 8)]o.0,

donde r, = min{§y, t}.

E.5 Propiedad de compacidad discreta

La propiedad de compacidad discreta aparece frecuentemente en la literatura vinculada con la solucién
aproximada por elementos finitos del problema espectral de Maxwell [126, 41, 139]; pero su concepto
puede ser extendido a situaciones més generales [58]. En esta seccién analizaremos la propiedad de
compacidad discreta en el contexto de los problemas de autovalores que surgen al estudiar ciertos sistemas
con interaccién fluido-estructura. Probaremos que esta propiedad es vélidad para el método que acopla
el espacio de Raviart-Thomas de menor orden (para discretizar los desplazamientos en el fluido) con el
espacio lineal de Courant (para discretizar los desplazamientos en la estructura). Como fuera definido en la
seccién 4.2.1, en este esquema las condiciones de compatibilidad en la interfaz son impuestas débilmente;
dando lugar asi a un método no conforme.
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Recordemos que la dificultad que se presenta al tratar con el operador grad div es la falta de elipticidad
que se pone de manifiesto por la presencia de un niicleo H(2) de dimensién infinita. Es claro que, si
se incorporara la condicién curlu = 0 sobre los campos de desplazamientos en el fluido, el espacio
H() quedaria eliminado; es decir, el problema recobrarfa sus propiedades de elipticidad gracias a la
inclusién compacta G(2) — Q(). Dado que la condicién curlu = 0 no es facil de imponer sobre los
espacios discretos, cierto control del rotacional de sus elementos se vuelve una condicién necesaria para
la convergencia correcta de los modos propios aproximados. La propiedad de compacidad discreta es la
expresién matematica de ese control: imita a nivel discreto la inclusion compacta G(Q) — Q(£2).

Comenzaremos dando la definicién de la propiedad de compacidad discreta para problemas con interaccion
fluido-estructura.

Propiedad E.18 Sea {(upn, wp)}nso una sucesion arbitraria de funciones en Vi () tal que

/F (up —wp) -n=0.

Ih

Asumiremos que las funciones uy, tienen rotor discreto nulo, i.e.,

/ uy - curlp, =0 oh € Zp(Qy,)-
QFh
Asumiremos también que el par (up,wy,) estd uniformemente acotado en Vi (Qp). Entonces, existe una
subsucesion, que también denotaremos {(un, Wn)}n>o, tal que (u, wy,) converge fuertemente a (u,w) €
V() en Q(Q) y verifica

(u—w) - n=0 sobre T,.
Siguiendo la linea argumental de [58] (ver Teorema 3.5 en esa referencia), puede probarse que la Propiedad
E.18, con limite fuerte en G(2), es una consecuencia de la siguiente propiedad:

Propiedad E.19 Para todo (up, wy) € Gy () eziste (u, w) € G(Q) tal que
13, %) — (uf,, wi)lln < C R (wn, W)l

donde (W, w) € X(Q) denota una extension de (u,w) desde Q, su dominio original, al dominio mds

~

grande Q.

Prueba. Para un elemento arbitrario (ux, ws) € Gi(Q4), sea (uf, wf,) = Pp(us, wp) la extension a Q
definida en la seccién 4.2.1. Sea o € R la constante que hace que el siguiente problema de Neumann sea
compatible:

Aq =divuj +o0 enQ,
0 E.15
a—z =wj -n sobre 09Q,. ( )
Sea wr el dominio definido por 7'\ T o T \ T, segtin corresponda. Entonces,
1
0= 11— Z ( divwy — div ui)
|QF‘ TGBFh, wT wT

Sumando sobre todos los tridngulos que yacen sobre la interfaz; usando el Lema D.5 y la estimacién
(4.68), tendremos

lo]|2:| <

/ (divwy, — divug)| + / (divwj, — divuy,)
0\, Qp, \ 25
S Ch” diVWZ — divui”oﬁ S Ch||(uh,wh)||h7gh.

(E.16)

Sea ¢ la solucién (dnica) del problema (E.15). A partir de las estimaciones a priori cldsicas para este
problema, sabemos que ¢ € H1*5(€,), s > 1/2. Méas atn, usando (4.68) y (E.16),

N
a0, <C (laivag +olia, + > Iwi nl2,,; ) < Cltw,wa)li g, (EA7)
j=1
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Tomemos (u,w) = (Vg,wjla,) € G(2). Sea u® la extensién de u a Q, definida como en la seccién
4.2.1. Definiremos la extensién de (u, w) a Q por medio del par (u®, wf,). De esta manera, para probar la

propiedad E.19, solo necesitaremos acotar la norma H(div, QF) de la diferencia u® — uj. Obtendremos
la cota buscada en los siguientes tres pasos.

Paso 1: acotacion de || div (u® — uZ)HOﬁF Segun el problema (E.15) y la definicién de la extensién u®,

tendremos . . )
div (u® — u2)|§F = div(u—uj)lo, + div(u® —up)lo_ \o,

1 . .
= O|QF + (7‘QS| /QF leU)|QFh\QF — dlvuh\QFh\QF

Denotemos por wr al conjunto 7'\ T%. Teniendo en cuenta que divuy|r es constante para todo T en
T}, podemos usar el Lema D.5 para obtener

ldivunlZo, o, = > ldivunld,, <Ch S divun|3s,
TGBFh TeBFh
TiCcT TiCcT

1 ' QO 1/2 ) )
H*/ divullo, \o, <[, \QFI1/27| 2 [ divullo,o, < Chldivuj +oflo.q, -
|Qs| Qg |Qs|

Combinando los resultados anteriores con las estimaciones (E.16) y (E.17), tendremos finalmente

I div (u® —uf) g < €AYl W), (E.18)

Paso 2: acotacion de |[u® —uj||, 5 . Consideremos nuevamente la solucién ¢ del problema (E.15). Sea ¢ la
"R

extensién a R? de la funcién ¢ € H1*4(€2,) con las propiedades enunciadas en el Teorema D.4. Entonces,
tomando u§ = Vg, tendremos

o = ufllon < 0= uillys +luf—uflyq -

Acotaremos el primer término en el lado derecho de la expresion anterior. Observemos que, debido a la
definicién de u®, se cumplird

[u® — U(E)HO,QF = [[u® = ugllo,a,, \0, < V€00, + IVl \a,-
A partir del Lema D.6, la estimacién (4.67), la definicién de u y la estimacién (E.17), tendremos
2 - 2 1/2
IV€lo.000,, < ChoIVElag, < Che(l[divulig, + 3 u-nl?,; )
j=1

(E.19)
< Ch“<|| div u$ + of

2 N e 2 1/2 o
B, + 2 Iwh )2, ) < Ch (Wil
j=1

De manera andloga, usando ahora el Lema D.6 en combinacién con el Teorema D.4 y la estimacién (E.17),
tendremos

V4l

Resta acotar el término [[u§ — uj ||, 5 . Para ello, necesitaremos el siguiente lema.
Mo,a,,

a, < CL°IV{lsa,, <Ch%Vq

Fh —

0.2,\ 5.0, < CP[|(un, wh)lln,q,- (E.20)

Lema E.20 Sea (up,wy) € Gn(Qp). Existen un par (u;,wy) € G(Qp,) y una constante positiva C,
independiente de h, tal que

(a1, wi) = (un, wi)lln,0, < Ch*|[(an, wh)llna,-
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Prueba. Muchas de las ideas que usaremos en esta prueba fueron también utilizadas en las pruebas del
Teorema 5.4 y del Lema 5.5 in [33]. Sea (un, wn) € Gn(£2s). Consideremos la descomposicién

(up, wp) = (curléy, 0) + (Vai, wy),
donde & € HJ(,,) v 1 es la solucién del siguiente problema de Neumann:

{ Agi = divu, en Q,,

Jq1 (E.21)

on

Observemos que, como (up, Wp) € Gp(Qr) C Kn(Qn),

o= w )
up - n = - = Wp - 1.
r r. On r,

Ih Ih

=wp-n sobre 0Q, .

Por lo tanto, el problema (E.21) es compatible; tiene una tnica solucién ¢; € H*(€,,)/R. De las esti-
maciones a priori cldsicas, tendremos q; € H'*» (), s, > 1/2. Més atin, usando el Lema E.8 (ver
observacién E.9 y recordar D.2), podremos asegurar que existe una constante C, independiente de h, tal

que
N(h)

. 1/2
sy, <€ (ldvulZa, + 3 IwinlEe,) " <Clwilie,.  (B22)
j=1

Luego, la interpolada de Raviart-Thomas de V¢, estara bien definida. Ademés, tendremos

Vi —IrVaillo,, < Ch*|aillits,.0,, < CR™|[(an, wh)llnao,- (E.23)

Fh —
Por otro lado,

|| curl leaQFh = /Q (Vg1 —up) - (Var — IIgVaqr) -l-/ (Vg1 —up) - (IIgVgr — uy,). (E.24)

Fh QF‘h.

Entonces, si pudiéramos demostrar que

/Q (Va1 —up) - (IIgVar — up) = 0, (E.25)

Fh

el lema serfa una consecuencia directa de (E.23), (E.24) y la siguiente definicién
(u17 Wl) = (Vqla Wh)'

A continuacién probaremos (E.25). Observemos que (IIpVgr — up) € Ry (€, ). Por lo tanto, para todo

T € Qy,, valdrd
. 1 )
div(TIgVq1 —up)|lr = —/ div(IIgVg1 —up) = — (IIgVgr —uy) - n
|€| T IT| Jar
= — (Vq —uh)~n:—/div(Vq —uy) =0.
7] /aT ' 7] Jr '

Para todo ¢ C T';,, tendremos
1 1
(ITrVg1 —up)|r-n= w/(HRVQ1 —up) -n= m/(Vql —uy) -n=0.
¢ ¢

Consecuentemente, (ITgVg — uy,0) € Hp (). Luego, a partir de la descomposicién introducida en la
seccién E.1, sabemos que existe py € Z,(Q,, ) tal que (TIgVq; — up, 0) = (curlpy, 0). Entonces,

/Q (Var —up) - (Ve — up) :/

Fh QFh

(Vg1 —uy) - curlpy, = / Vqi - curlpy = 0.
QF}L
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Asi, concluimos la prueba. O
Paso 3: acotacidn de ||u§ — uZHO)ﬁF. Sea (u1,w1) = (Vq1,wp) € G(€,), como en el lema anterior. Sea ¢1
la extensién a R? de ¢; € H'**# (€, ) segin el Teorema D.4. Entonces, eligiendo u$ = Vg, tendremos
g~ wlloq, < lhus —ufllyq + luf —ulloq -
Los argumentos en la prueba del Lema F.12 pueden ser modificados faclmente para probar
luf —uill g, < C R m 2| (w, wi) |, + [0 — willog,, \o, -
Usando el Lema D.9, el Teorema D.4 y las estimaciones (E.17) y (E.21), tendremos
06,10, < CBIVallony, < CH(newa) o

< C R ||(ap, wha)lng, -

Fh —

. .
[ugllo.0., o, = IVa

laillo,e,,\o, = IVailloa,, e, < Ch™"Valls,.o
Combinando las ultimas tres desigualdades,

g —uillyg, < C hmintesn || (wy, wi) | 0,
Por otro lado, como consecuencia del Lema E.20,
i = willga, < Ch[[(an, wi)llno, + (07 = dillo.o\0p, -
Usando nuevamente el Lema D.9, el Teorema D.4 y la estimacién (E.21), tendremos

Vaills,.. < Ch™

laillooe,, = I1Valoone,, <CR™ (an, wi)lln.g, -

Procediendo como en la seccién 4.2.1, we obtain
e e2 1/2 1/2
lusloopne,, = (D0 M, ) " < CRY 20 wa)lno,

TeBg,,
TcTH

resultado que, combinado con las estimaciones anteriores, nos permite concluir

luf —uillyq, < OB (an wa)n.0,- (E-26)

Paso 4: conclusion. Las estimaciones (E.18), (E.19), (E.20) y (E.26) conducen a
0§~ il ) < C 2 newa)

De esta forma concluimos la prueba de la Propiedad E.19. O

La siguiente propiedad es también importante para el andlisis de este problema.

Propiedad E.21 Para todo par (up,0) € Hp () existe un par (u,0) € H(Q) tal que
I(u®,0) = (uf,, 0)[[n < OB [(un, 0)lln.0,-

Prueba. Como (up,0) € H;,(Q), podremos escribir u, = curlpy, con p, € Z,(€5, ). Sea p la funcién
asociada a pp segun la definicién D.10. Como p € H%I(QF), (curlp,0) € H(). Entonces, tomando

u = curl p, tendremos

1a,0) = (i 07 = 0 = wi % o) = lleurl (6= pu) o, o, + 1 curlpile, q
= > (leurl (o= pn) I3 gua + | curlpnld.., ),
TEB,
o1

donde wy es el dominio definido por T\ T%. Dado que curlpy|r es constante VI' € 7,F, podremos usar
el Lema D.5 para obtener

|| curlpylo,wye = | curlph||wT|1/2 < Ch1/2|| curlpy|lo,r.

Asi, combinando esta estimacién con el resultado de la observacién D.12, concluimos la prueba. O
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Observacién E.22 Como surge de los cdlculos anteriores, dado un par discreto (up, wy) en Gn(), es
posible construir un par continuo (u,w) en G(Q2) eligiendo simplemente w = wj, en {g. Observemos que

para proveer una extension al dominio £ de este par, podriamos proceder directamente tomando
e ey __
(u,w®) =P(u,w),

siendo P el operador de extension definido en la seccion 4.2.1. También podriamos proceder como en la
prueba de la Propiedad E.19 y definir
(u, w) = (u®, wj).

Obviamente, los pares extendidos de esta ultima manera no pertenecen a gﬁ(ﬁ). De hecho, es facil probar
que
[(@,w) — (u, w)[ln = [wp — Ps(Whlo,)lhe,,\0, -

No obstante ello, los pares (W, W) nos permitirdn definir otro espacio de funciones que serd muy til en
las pruebas para establecer la convergencia del método numérico. Este nuevo espacio serd denotado por
G(Q). Observemos que para cualquier par (U, W) en G(Q) se verifica

1@, W)l < Cll(an, wn)llnq,-

Observacion E.23 Las Propiedades E.19 y E.21, consideradas juntas, constituyen lo que se conoce como
Propiedadad de Gap para Kp(Qp) (ver el paper [58] para su definicién y una discusion mds profunda
sobre sus consecuencias). En ausencia de perturbaciones del dominio; i.e., cuando Q, = €., , lo cual,
en particular, implica una interfaz poligonal, la Propiedad E.21 es trivialmente cierta ya que Hp () C
H(QY). En este dltimo caso, el Lema E.20 y la Propiedad de Gap son equivalentes.

E.6 Otras estimaciones

Esta seccion contiene algunos resultados técnicos que se usaran en las demostraciones de los lemas y
teoremas enunciados en la secciéon 4.2.1. Preservaremos la notaciéon de esa seccion y de las secciones
previas.

Lema E.24 La siguiente estimacion es vdlida

Pr / f-n;
QF \QFh

Prueba. Como (f,g) € G(Q), existe ¢ € H(£2,,) tal que f = Vq. Gracias a la condicién de acoplamiento
en la interfaz, ¢ es una solucién del siguiente problema (compatible) de Neumann:

< O£ 8)lln 1(nn, 2n) 0.0

% =g-n sobrel.

{Aq = divf en Q,,
on

De acuerdo con las estimaciones a priori standard para este problema, ¢ € H'**(Q,.); mds ain

1/2
g, < C (1l divEl3q, +Z||g nl2,; )" < ClE e

Usando entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz, los Lemas D.6 y D.9 y la estimacion anterior, ten-
dremos

Pr /Q o f"?i‘ < pe Iflloo 0, 175 0,000, < CR(IE]ls, n4llo.0,,

< CR(E, ) lnellmnllaaiv Q)

Asi, concluimos la prueba. O
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Lema E.25 La siguiente estimacion es vdlida

Q. \Q

Fh F

< ChM[Ellg q, 155 20) 1,00 -

Prueba. Como (n;,2z5) € Gn(Qh), podemos proceder como en la prueba del Lema E.20 y considerar la
descomposicién ortogonal
N, = Vai + curlgy,

donde q; € H™*»(Q,,) v

|eurléiflog,, < Ch*Il(my.21) lho, - (B.27)

Fh

Luego, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tendremos

o [ tom| < altlon, o lmllos, o,
QF}L\QF
< Clflloo,,\0, Va1 + curlé&ifloo o,
< Clfllo 5 (IValoa,, o, +leurléillog,, o, )
< ChrElly 6 (V1110 2, + 100020 0, )

donde la ultima desigualdad se obtuvo a partir del Lema D.6 y la estimacién (E.27). La prueba concluye
entonces teniendo en cuenta la estimacién (E.22). O

Lema E.26 La siguiente estimacion es vdlida

ps/ g Zn
Q. \Q

Sh S

+ < Chlglly,a, llznll1,0q,-

Ps / g Zi
Q5\Qg,

Prueba. Inmediata a partir de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y los Lemas D.6 and D.9.0

Lema E.27 La siguiente estimacion es valida

ppCé / divnj,

Qp

< CR(E @) llo.ellmall m(divion)-

Prueba. Inmediata a partir de la desigualdad de Cauchy-Schwartz y las estimaciones (E.9) y (4.68). O

Lema E.28 Las siguientes estimaciones son vdlidas

Pr / u- 772
Q\2,

AR

F

+ < O (£, g)llo el aaiv i),

Pr / u- Mh
Qp), \Qp

< Ch(r‘f‘gh)/QH(f,g)

|0,Q \TIhHH(div;szh)-

Prueba. La primera estimacién es una consecuencia directa de la desigualdad de Cauchy-Schwartz en
combinacién con los resultados de regularidad para las funciones u y 0, el Lema D.6 y las estimaciones
(4.68) y (E.11) De manera similar, la segunda estimacién se obtiene a partir de la desigualdad de Cauchy-
Schwartz, el Lema E.12 y la estimacién (4.68). O

Lema E.29 La siguiente desigualdad es vdlida

+ < CR|I(f,g)llo.llmnllz(aivion)-

ppC? / diva div nj, Py 62/ diva divn,,
QF\QFh Q h\QF

185



—~—

Prueba. Como 1 = Vg, siendo ¢ la solucién del problema de Neumann (E.7), entonces diva = divu+é.
Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema D.6 y las estimaciones (E.9) y (E.12), tendremos

< C(ldivullog,, vo, + 1€l \ Q' Il aiv )
Fh \*°F

ppC? / diva divn,
QFh \QF

< C (nl[divulhg,, +h7E )
< Chll(f,g)|

|0,Q) H'r]h”H(div Q)

0,Q||77h||H(div Q) -

De manera idéntica, se prueba la desigualdad restante; sustituyendo, obviamente, Q, \ . por Q,\ Q,,.
O

Lema E.30 Las siguientes estimaciones son vdlidas

/ o (W) : e(zp)
QSh\QS

[ etwicn|sl [ wes
QS\QSh QS\QSh

Prueba. Comenzaremos recordando que w = w, siendo w la extensién de w a (AZS segun la definicién
(D.4). Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema D.6 y los Teoremas D.4 y 4.29, tendremos

+ <O, 8)lloqllznll1ey, .

Ps / W -2,
QSh \QS

+ < CH||(£, g)lloellznlliey, -

0,9, \2 1€(Zn)ll0.0,,\0. < C W10, v, l1Zrll1,0,, \04

e, < CM(E g)lloclzalle

/ (W) s<zh>‘ < (W)
QSh\QS

< ChH[W([141,0
/ VAV-Zh
Q. \Q

”Zh sh’

< |w]

0.9, \2 1Znllo,o, \o, < Chl[W1ag, [IZrll10,, < ChIE,8)loollznlie, -

""Sh
Sh S

Por lo tanto, la primera desigualdad se obtiene inmediatamente combinando las dos expresiones anteriores.
De manera idéntica, reemplazando Q, \ Q4 por Qg \ Q, y usando la estimacién (4.68), se obtiene la
segunda desigualdad. O

Lema E.31 La siguiente estimacion es vdlida

/ (g —25) - m
N

1

< CR*|[(£,8)llo.ll(mn 2n)ln.0-

Prueba. Denotemos por 7 a la restriccién sobre T}, de la funcién —p,c?diva € H!*$ (QF) Sea T un
tridngulo en el borde del dominio €2,,. Sea wr el dominio definido por T\ 7% o T\ T, segtin corresponda.
El borde de wr serd la unién del lado curvo £ = 9T N I'; con el lado recto £ = 9T NT,,. Sea P, la
proyeccién L2(¢) de H'/2(¢) sobre las funciones constantes definidas en ¢. Como (n,,,21) € Gn(Q4), la
condicién de acoplamiento (discreta) sobre la interfaz implica que 0, - n|; = Py(z;, - n|;). Observemos
también que

/ Pi3) (my —2) -1 = / Fi(3) (Pu(zn -n) — 2 1) =0
YA Y4

y, por lo tanto, podremos escribir

/Fv(ni—ZZ)-HZ Z/gﬁ—Pz(ﬁ))(nh—zh)-n—/F W(m—zh)-nJr/ v(nj, —z3) - n.

1 Lcr 1h Iy

1h

Sea Pr la proyeccién L?(T) de H*(T') sobre las constantes. Usando un teorema de trazas local y estima-
ciones de error standard para Pr, tendremos

15 = Pe@llo.e <15 = Pr@)lloe < € (hz* 15 = Prlo.r + b *7 = Pr@)lur) < Chi* Al r-
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Sea ahora Ty el tridngulo en el borde de €2 tal que 0T N 9Ts = ¢. Procediendo de la misma manera,
Iz -1 = Pe(en )l < Chyl? 21z
Asi, sumando sobre todos los lados ¢ incluidos en I';, y usando el Teorema D.4, llegaremos a
< Y 7= P@)lollzn -0 — Pe(zp - 1)o
ecry,

< ChlAlhe,, [1Znll0q,
< Chlldivullya, (5, 20)lln.0,-

/F (5 — Pu(3))(@n — ny) -

1h

Usando ahora el Lema D.6, el Teorema D.4 y la estimacién (4.68), tendremos

- Y nd [ dvalr-z)n

TeBg, dwr

— el 3 ( divu div (5 —z5) +
wr

/ %(nh—zhwn—/ 20§, —25) o
T I

Ih 1

Viivu (o - )

TeB, wr

< pec® > divullo.w (Il divagllows + I divas o, )
TEBL,

+pec® > IV divlowr (Imfllows + 25 lowr)
TeB,

<C > (Idivullow, + Vv alow )0, 2) s

TeB,,

|O,QF\QF}LUQFh\QF) (15 20) |2,
< C(hlldivale, + AV diVUIls,nF) 10215 2) [, 020 -

< C([ldivullo,o\a,, vo,,\o, + IVdiva

Combinando las expresiones anteriores con los resultados del Teorema 4.29, concluimos la prueba. O

Lema E.32 La siguiente estimacion es valida

o [ (o=

F

< ChTHEIRY|(8, g)llo.o o0, -

Prueba. Sigue directamente de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema E.12 y la estimacién (4.69).
O

Lema E.33 La siguiente estimacion es vdlida

Qp), \Qp

Prueba. Sigue directamente de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema D.6 y la estimacién (E.11).
O

< Cr|(E,e)oellnloe,, -

Lema E.34 La siguiente estimacion es vdlida

pF/Q u-(n, — 1)

F

+ pp/ f-(n,—n)
Q

F

< Chl|(£, )llo.elnnlloe,, -

Prueba. Comenzaremos recordando que n;,, = curlpp, pp € Z,(Q,), ¥y que ) = curlp, siendo p la
funcién asociada a pj, (ver seccién D). Teniendo en cuenta las definiciones de 0§, y 7, tendremos

/ u~<nz—ﬁ>=/ wm =i =3 / u- curl (py — p).
QF QFmQFh TGBFh Tid
TDT’Ld
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Entonces, usando el Lema D.11 y el Teorema 4.29, podremos concluir

pF/Q u-(nj, — 1)

F

< Chlul

Fh —

< Chllullo,q, prlle 0.0, lcurlprlloe, < Chll(f,g)locllnmloq,, -

El término restante puede acotarse empleando argumentos idénticos. O
Lema E.35 La siguiente estimacion es vdlida

Q. \Q

Fh F

< Ch|(E g)lnelnmloq,,-

Prueba. Sea T € T, un tridngulo en el borde de Q, tal que T D T Sea wyp el dominio definido por
T\ T*. Entonces, usando la definicién de la extensién dada en la seccién 4.2.1,

1/2
I£l0sy,00, = (D 1VEIur) = IVelbona,
TeByg,
o7
A partir del Lema D.6 y la estimacién (4.67), tendremos
N 1/2
« « : 2 2 / «
I9€l00,\0,, < CHEIVEIe, < Che(Idiveldg, +3 g0l ;)" < Chl(E g)lne.
j=1
Por otro lado, teniendo en cuenta que 1, = curlpy, con p, € Zj, podemos usar el Lema D.5 para
obtener
ImlZe, o, = 3 lewdpl3,, = 3 JeurlpPlor| < Ch S [leurlpl3 s < Chlnglo,
TEB, TEB,, TEB,,
o7 o7 o7

De esta manera, el resultado que buscamos sera consecuencia directa de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
y las estimaciones previas. O
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